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ECCELLENZA . 


i 1 ! 

Felici progrefli che l‘E. V. 
inceflantemente procura alle Scienze ed alle 
belle Arti , di cui è fpecial protettore 
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e fautor fingolarifiìmo , mi danno animo 
a fperare , che l’E. V. fi degnerà accogliere 
favorevolmente quello piccol libro ed ono- 
rarlo di fua protezione : In elio ho io pro- 
curato , componendolo , di ftendere con chia- 
rezza e precifione quella parte dell’ Anali lì 
infinita, che al Calcolo Differenziale appar- 
tiene; e nell’ offerirne all* E. V. il tenue 
omaggio , ho il bene di unire la mia alla 
univerfale venerazione, colla quale vengono 
riguardate le fue virtù , e di dare un oflèquiofo 
attefiato di que’ finceri fentimenti di alta 
fiima e di profondo rifpctto , con cui mi 
protetto 

Dell’ E. V. 


Umilino , ili voti mg , obblign i> fcrviAtre 

Gaetano Allodi. 
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A CHI LEGGE. 


z. 


JLo. * Operetta , che ora vi preferito o cortefe Lettore , 
contiene gli elementi del Calcolo Differendole : Effa 
non vi fuppone affatto novizio nelle Matematiche , ma 
richiede in voi una J\ ufficiente cognizione delC àlgebra 
finita , della Geometria elementare , e delle fezioni del 
Cono . Lo fcopo mio in quefii brevi elementi fi è di 
addefirarvi nelle regole , e nelle applicazioni del Cal- 
colo Differenziale , e di appianarvi la firada per cui 
giugner poffate allo ftudio importanti {fimo del Calcolo 


Integrale , del Calcolo delle Variazioni e delle teorie 
più fubblimi , ed inter effa nti del T infinita Anali fi. 
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CAPO PRIMO 


i 


Nozioni e Regole del Calcolo Differenziale 

NELLE QUANTITÀ' E FUNZIONI (*) ALGEBRICHE. 

I. 


C hi J entità variabile fi dice quella che in un dato prò* 
' blema fi cambia al cambiarli di qualche dato , e quan- 
tità coftante quella che conferva Tempre lo fteflb 
valore, qualunque cambiamento accada nei dati dello fteflb 
problema. Per efempio in una data fezione conica riferita 
ad un dato diametro a tutte le fucceffive afcifle corrifpon- 
dono delle ordinate, degli archi, degli fpazj di diverfo va» 
lore , e viceverfa: Dunque tutte quelle funzioni nella fezione 
fono quantità variabili . All’ oppofto il parametro della ftefla 
fezione è una quantità collante, poiché variando le alcifle, 
le ordinate, gli archi, gli fpazj ec., eflo non cambia valore. 

II. 

) 

Quantità y o grandezza finita è quella di cui fe ne pol- 
fono aflegnare delle altre omogenee maggiori e minori . Da 
quella ne derivano le altre due /’ infinita , e /’ infinita- 
mente piccola. Se una quantità finita può concepirfi ingran- 
dita fenza fine ed oltre ogni dato termine, efla fi chiama 
infinita. Se la medefima quantità finita può concepirfi oltre 
ogni termine impiccolita efla fi dice infinitamente piccola. 

A 


(*) Col nome di fumione d’una quantità s’intende una qualunque algebrica 
efpreflìone , in cui quella quantità entra di qualUHa maniera . 
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Nozioki e Regole 


Quindi i.® Le quantica infinite ed infinitamente piccole 
fono quelle che fi fuppongono adattamente, ed indefinita- 
mente maggiori, o minori d’ogn’ altra quantità finita omo- 
genea. 2.° Effe quantità infinite ed infinitamente piccole fono 
perciò inaffegnabili da veruna quantità finita e determinata. 

IV. 

Ciò pofio fia dx una quantità infinitamente piccola ed 
omogenea alla variabile finita *, e s’intenda che x diventi 
xf-dx , ovvero x — dx. La quantità infinitamente piccola dx y 
di cui la variabile x fi fuppone accrelciuta o diminuita, fi 
chiama Differenziale , Flujjìonc , od Elemento infinitefimo di x. 
La lettera d che precede la x qui non dinota una quantità 
che moltiplica la #, ma il differenziale della ftefl'a x. - 

Secondo quella diffinizione il differenziale d’una quan- 
tità variabile non è che la differenza tra lo flato della fleffa 
van itile avanti un cambiamento infinitamente piccolo , ed il 
di lei flato dopo quefio cambiamento . 

V. 

Nel calcolo delle quantità infinitamente piccole fi Ji- 
flinguono differenti ordini di differenziali . Si chiama Dif- 
ferenziale di i° ordine quello che abbiamo or oradiffinito, 
cioè la fluflìone d’ogni quantità variabile: Differenziale di 
2.° ordine la fiulfione di quello primo differenziale confide- 
rato ancor effo come quantità variabile: Differenziale di 3. 0 
ordine la flulfione di un differenziale di 2. 0 , e cosi di feguito. 

Le quantità collanti d’ ordinario fi efprimono colle 
prime lettere dell’ alfabeto, e le variabili colle ultime. Il 
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del Calcolo Differenziale ec.‘ 3 

differenziale di i.° ordine fi dinota, come fi è detto, colla 
lettera iniziale d fcritta alla finiftra della variabile; il dif- 
ferenziale di 2° ordine colle due lettere dd y oppure colla 
fola cifra d 1 fcritta allo fteffo fito; il differenziale di 3.® 
ordine colle tre lettere ddd , o più brevemente colla cifra 
d' ec. Noi dunque in progreffo non altrimenti ci fervi- 
remo delle lettere d' , d ' , d' ec. che per caratterifiiche dei 
differenziali di i.°, 2. 0 , 3. 0 , ... ec. ordine delle quantità 
variabili, di forte che, fe x efprimer'a una variabile finita, 
dx ci indicherà il di lei differenziale di i.° ordine, d' x 
quello di 2. 0 ordine, d' x quello di 3. 0 , e in generale il 
differenziale di ordine m.*®" 0 della quantità x fi efprimerà per 
d“x. Solo fi avverta che ciafcuno di quefìi differenziali de- 
ve fcriverfi col fegno pofitivo fe per effo crcfce la varia- 
bile, e col negativo Ce la variabile decrelce. 

La quantità collante non effendo lòggetta a veruna va- 
riazione, benché infinitefima di qualfifia ordine, non ha dif- 
ferenziale di veruna forte; cioè qualunque fuo differenziale 
è eguale a zero. 

VI. 

Per poco che fi rifletta Tulle quantità infinitefime di 
ordine fuperiore fi capifce facilmente che un’ infinitefima di 
2. 0 ordine deve effere rifpetto ad una di i.° ciò che una di 
1° è rifpetto alla quantità finita, ovvero all’ unità, che 
un’ infinitefima di 3. 0 ordine è rifpetto ad una di i.° ciò 
che una di 2. 0 è rifpetto alla quantità finita, e cos't delle 
altre. Quindi data una quantità infinitamente piccola farà 
facile il conofcere l’ordine infinitefimo a cui ella appartiene. 
Per efempio dxdy è infinitefima di 2. 0 ordine, poiché dxdy: 
dx : : dy : l ; dxdy di c di 3. 0 , poiché dxdydz : dx : : dydz : 1 ec. 

A 2 
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4 . Nozioni e Regole 

Dunque il prodotto di 2 , di 3 , di 4, ec. quantità infinite- 
fime di primo ordine è un’ infinitefima di 2.°, di 3. 0 , di 
4. 0 ec. ordine rifpetto alla quantità finita od all’ unità. 

Allo fteffo modo fi dimoftra che il quadrato, il cu- 
bo , e in generale la potenza m.' 61 " del differenziale dx 

è un’ infinitefima di 2. 0 , di 3. 0 , di m.* 6 "* ordine: 

Quelle potenze di dx fi fcrivono d’ ordinario in quello 

modo dx ' , dx' , dx * . Conviene però offervare a non 

confondere quelle potenze di dx co Differenziali di i.° or- 
dine delle varie potenze di #, cioè co’ Differenziali di **, 

*' , #" , i quali , a fcanfo d’ ogni equivoco , fi pof- 

fono feri vere così </(*’), d(x'), ...... d(x"). 

VII. 

Calcolo Infimtcfimale fi chiama l’analifi , ovvero il 
modo di calcolare tutte le predette quantità infinitamente 
piccole. Sua prima parte è il Calcolo Differenziale , chiamato 
altrimenti Metodo diretto delle fluffioni , perchè infegna a 
ritrovare i differenziali di ogni ordine per le varie funzioni 
di una o più variabili. La feconda parte fi chiama Calcolo 
Integrale , 0 Metodo inverfo delle fluffioni , e confìfle nel re- 
greffo del Calcolo differenziale, ovvero nel metodo di ri- 
trovare la funzione a cui appartiene un dato differenziale. 

Il principio a cui le regole di quelli due Calcoli fono 
appoggiate è il feguente: 

Vili. 

Se due quantità finite , ed in fe determinate non diffe- 
rifeono tra loro che di qualche quantità infinitamente piccola 
effe fi devono affumere per eguali. Poiché egli è evidente che 
fe due quantità finite omogenee non foffero eguali , ma avef- 


Digitized by Google 


del Calcolo Differenziale ec. 5 

lèro tra loro alcuna differenza, quatta farebbe finita . Dun- 
que fe tra due quantità finite omogenee non patta una dif. 
ferenza finita, quelle due quantità fono tra loro eguali; 
cioè fe la fuppofta differenza è infinitamente piecola, le due 
quantità finite fono rigorofamente eguali tra loro. Parimente 
devono affumerfi per eguali due quantità infinitefime di qual- 
fifia ordine quando non differilcono che di qualche infini- 
tefima di ordine fuperiore. Cioè le quantità infinitefime di 
ogni ordine devono fempre difprezzarfi nel calcolo quando 
ritrovanfi unite co’ fegni -f -0- * a quautità finite od infi- 
nitamente piccole di ordine inferiore. 

IX. 

Problema. i.° Cercare il Differenziale della fomma 0 
della differenza di piu quantità [empiici variabili , e coftanti 
Sia propofta la funzione x +7 — z-\-a — b, nella quale 
x, y, z fono quantità variabili, ed a, b quantità coftanti 
La quantità x dopo di avere variato d’ una porzione 
infinitamente piccola fi muta in * + la y in y -f- dy , 
la z in * 4* d z, le quantità a, b non poffono variare per- 
chè fono coftanti, e la funzione data fi muta in x-f-Jx-f- 
y\-dy — •* — dz + a — b. Il differenziale d’ una data fun- 
zione è la differenza tra lo ftato della medefima avanti un 
cambiamento infinitamente piccolo, ed il di lei ftato dopo 
quefto cambiamento (IV.): dunque il differenziale cercato 
farà la differenza tra x-f-^ — z-j-a — 6, ed x-\-dx-\-y-\-dy 
— z — ■ dz-f-a — b, così etto farà dx-\-dy — dz. 

X. 

COROLLARIO. i.° Quindi per avere il Differenziale 
della fomma, 0 della differenza di pii * quantità f empiici 
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variabili, e cojìanti fi uniranno infilane i differenziali delle 

fole variabili co' loro proprj fcgni . 

XI. 

Corollario 2. 0 Tutte le quantità collanti aggiunte 
o levate da una funzione di quantità variabili non mutano 
il di lei differenziale; poiché dx-\-dy — dz è il differen- 
ziale non meno di x-f -y — z, che di x-\-y — z-\~a — b. Dun- 
que fe due o più funzioni non differifeono tra loro che di 
quantità collanti, comunque aggiunte o fottratte, avranno 
uno lleffo differenziale. 

XII. 

PROBLEMA 2.° Cercare il Differenziale del prodotto di 
piu quantità variabili , e cojìanti. 

Sia primieramente il prodotto ax d’una variabile x, 
e d’una collante a. Per ritrovare il fuo differenziale fi 
rifletta che x dopo un cambiamento infinitamente piccolo 
diventa x-f-dx , ed il fuo prodotto con a fi cambia in ax 
-f- adx ; dunque tolto da quelto prodotto il dato ax , il 
relfiduo adx farà il differenziale cercato di ax. 

Sia in 2. 0 luogo il prodotto xy di due variabili . Dopo 
un cambiamento infinitamente piccolo x fi cambia in x-f-^x, 
y in y-j-dy, ed il prodotto loro xy in (x-f -dx).(y-\-dyj=: 
xy -f- xdy + ydx -f- dxdy. Dunque l’ ecceffo del prodotto xy 
-f- xdy -f-ydx -f* dxdy fopra xy , cioè xdy -f- ydx -f- dxdy farà 
il differenziale di xy, e trafeurando la quantità infinitefima 
di 2. 0 ordine dxdy, la quale fvanifee in confronto delle al- 
tre, farà il medefimo differenziale xdy-\-ydx. 

Sia inoltre il prodotto xyz di tre variabili. Dopo il 
folito cambiamento fopravvenuto in ciafcuna variabile, il 
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del Calcolo Differenziale ec. 7 

prodotto xyz fi cambia in (x -{• dx) . (y dy).(z-\- dz) 
Hyz -f- yzdx -f- xzdy -f- zdxdy -f- xydz -f~ ydxdz -f* xdydz -f- 
dxdydz . Dunque tolto xyz da quello prodotto, e tralcurati 
tutti i termini di ordine inferiore, fi avrà xydz -{■ xzdy 
yzdx pel differenziale di xyz. 

Alio Ifelfo modo operando fi trova d(xyzv) — xyzdv 
+ xyvdz -f - xzvdy + yzvdx (*). 

XIII. 

Corollario i.° Da tutte quelle funzioni differenziate 
fi ricava generalmente, che il Differenziale del prodotto di 
piu quantità variabili , c cofl ariti fi trova moltiplicando il 
differenziale di ciafcuna variabile pel prodotto di tutte le 
altre quantità variabili , e cofianti , e fommando infieme tutti i 
prodotti . 

XIV. 

Corollario 2° Con quella regola fi ha 

d{x-\-a) . y-\- be=i(x-\- a).d(y-\-b)-\-(y-\-b).d (x-{-a); 
ma (x -f- a).d(y -f* b) — (x -j- aj.dy =s xdy -f- ady , 
ed (y -f- é).d(x -{- x) r= (p -{- b).dx =zydx-j~ bdx 


(*) Trovato il differenziale del prodotto di due variabili xy t i differenziali 
degli altri prodotti xyz . , xyzv fi poffono ottenere con femplici folli tu- 
zioni. Cerchili per efempio il differenziale di xyz : porto xy ~ p fi avrà 
xyz — pz , e d(xyz) = d{px) ; ma pel cafo delle due variabili deve effere 
d(px) = pdz -j- zdp : dunque farà d(xyz) ~ pdz -J- zdp , ed effendo pari- 
mente dp — d(xy) zz: xdy -f - ydx farà d(xyz) — xydz -f- xzdy -f - yzdx . 

Similmente richiamato il prodotto xyzv alla forma pv coll’ eguagliare xyz 
a p fi avrà d(xyzv) ~ d(pv) — pdv -f- vdp ; ma dp — d(xyz) — (pel cafo 
precedente) xydz -f - xzdy -f-yzdx . Dunque farà d(_xyzv) zz xyzdv-\-xyvdz 
*f* xzvdy -J -yzvdx . 
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8 Nozioni e Regole 

Dunque d'x-j-a . yf-bjzzzxdy^- ady-f-ydx-f-bdx 
d(xy.z + v'p=d{zyz-\-xy v)=d[»yz}\-d[xyv'f=xydz-\-xzdy-{-yzd* 
+ xydv -j- xv dy -f- yvdx . 

XV. 

PROBLEMA. 3. 0 Cercare il Differenziale di un quoto , o 
di una frazione i cui termini fono variabili. 

Sia quella frazione y 

Si foftituilca *+(/* ad x y ed y-fdy ad y\ fi avrà la 

x-f~dx 


frazione trasformata 


Ma dall’ attuale divifione fi ha 


/+4r 

*4 d» x ,ì x xdy dxdy xdy' 

JjTy = 7+ 7 — 7T-~— +7T + ~«. Dunque que- 

ila ferie è lo fiato di y dopo un cambiamento infinitamen- 
te piccolo, e però il differenziale cercato farà quella ferie 
fminuita di —, e delle inutili quantità infinitefime d’ ordine 


fuperiore; cioè effo farà ^ , oflia ridotti i termini 


al medefimo denominatore, 


ydx — xdy 
/* 


O* 


Co- 


(•) Quello differenziale li ottiene ancora col mezzo d’una loffi tu? io ne. 
Si faccia y — z- r farà * ss zy t d (— ) == dz , e dx — z dy -f- ydz j 

j x xdy 

onde dz — — — -, cioè rimettendo — in tuono diz .dz a;- — y ■■ 

y y 0 ’ y 

_ ydx xdy _ ,,x . ydx— xdy 

= y~~. Dunque d(y) = . 
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del Calcolo Differenziale ec. 9 

XVI. 

COROLLARIO i.° Quindi per differenziare un quoto od 
una frazione , i cui termini fono variabili , fi moltiplichi il diffe- 
renziale del numeratore pel denominatore , ed il differenziale 
del denominatore pel numeratore , fi fot tragga quejìo fecondo 
prodotto dal primo , e fi divida il refiduo pel quadrato del 
denominatore ► •. . . 


XVII. 


Corollario. 2.’ Il differenziale di ~-è ~ , e quel- 
lo di -j- è — poiché , poflo da = 0 r fi ha d ) 

__ adx — xda adx dx s a v xda — — adx 

a * a 1 « T V x / x» 

— “ . Dunque le collanti , per cui fono o moltiplicati 

o divifi i termini di una frazione variabile , punto non al- 
terano le regole di differenziare , rimanendo effe ne’ diffe- 
renziali quali erano nella frazione prima di differenziarli . 

XVIII. 

Corollario 3. 0 Della regola generale ftabilita fi ha 

f xy x * d(xy) — xydz __ xzdy- f- yzdx — xydz 
Va/ z* z* 

, __(* — a).d(x-fa ) — (x-f-a).d(x— a) 2 adx 

d U — */ ~ (* — ap (x—xf 

d ( !LÌ2.\ — y)-d(x-^-y) (x-fy).d(x — y) 2 xdy zydx 

\x — y/~~ (x — yf (*—/)• 

XIX. 

PROBLEMA. 4. 0 Cercare il differenziale di una varia - 

B 
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io NozroNr e Regole 

bile x elevata ad una potenza di qualunque cf ponente m 
pofìtivo , negativo, intero , o fratto. 

Alla variabile * fofticuito * -f* dx. invece di *“ fi av- 
rà la trasformata potenza ( x -f- dx )". Ma per la notiffima 
forinola del binomio ( n 4* dir )" 5= x m -f- ot"' 1 dx 


. tri . m— i 

4 - »—* dx' + 


K 

( 


dx' -f-. 


ec. 


Dunque fottratro x " da quella fèrie , e negligentati tutti i ter- 
mini in cui dx è inalzata a qualche grado di potenza,, perchè 
evaneicenti in confronto di mx m ~'dx ì rimarrà quello fol ter- 
mine pel richielto differenziale di x"j cioè farà 
rf ( *" ) = mx m ~' dx . (*) 


(*) Qiicfìo differenziale fi ritrova ancora Tenia far uTo del binomio nel 
modo feguenre. 

Sia l’ efponente ro un numero intero pofìtivo. La potenza v* altro non 
Tari che il prodotto di tante * quante unità fono in n, cioè offa farà il 

prodotto di altrettante x , y , s, «, ec. tutte eguali tra loro. Onde 

fe m avrà alcuno tra i valori interi politivi 2; 3; 4i 5; ec. 

Sarà x m — x* ss xy . 


x m — x' zzxyz. 
jt“ = x‘ ss xzyv . 


ec. 

Or* (XII) d (xy) ~ xdy -f- ydx . 

A (xyz) ss xydz -f- xzdy -{- yzdx . 

ri (x/iv) ss xyzdv -f- xyvdz -1- -f- yzvdx . 

Dunque per effe re xss/sssssussec. 

Sarà d (x* ) SS xrfx -J- arri* si 2xzfx . 

d (*’) = x* x* a^ar -f- x* c/x $x x dx . 

d (x* ) = x> dx -j- x‘ dx -f~ x> dx -f- x> Wx ss 4*1 dx . 

ec. 

E in geaerale d ( *"■) ss mx" - • dx . 

Sia m un numero intero negativo efprefio generalmente da — — n . 
Porto x " — y, farà ' — y , ed 1 — yx m ; onde differenziando fi av- 
rà 0 s; x” dy -f- ny x " “ ’ dx , poiché n é numero intero pofitivo : dur.- 


S 
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Del Calcolo differenziale ec. ì i 

XX. 

COROLLARIO I.° Quindi ad avere il differeniziale di 
una variabile inalzata ad una potenza di qualfivoglia ej d po- 
nente negativo , intiero , o fratto , fi diminuifca quejìo fuo ef po- 
nente di un unità , cioè fi abboffi di un grado la potenza del- 
la variabile , e fi moltiplichi quefia nuova potenza pel primo 
epfponente , e pel differenziale della variabile prefa fi empii - 
cernente . 

XXI. 

Corollario 2. 0 Con quella regola fi ottengono i fe- 
guenti differenziali 

</(*>•) =3y"d(x m ) + x m d(y‘) =m/x m -'d*+nx m /~' dy » 


, nyx * “ ■ dx . . _ 

que dy — ; cioè per e(Iere> ss x - *, e dy ss d (*“•), fari 

d (x~‘)zz — hx “ * ~ 1 dx . 

Sia m una frazione pofitiva efprefli generalmente da — . 

•1 ** 

Porto x r — y ì fari x" := y ■ ma » ed r fono numeri interi politivi ; 

dunque differenziando avrafTì nx‘ ~ ' dx — ry ‘ dy , e dy zz — 

cioè per effere y — x ’ , dy zz d (x ’ ) ,eiy , ~ ‘ zz — , fari 

m ¥ 


,, -• nx'x’-'dx n 

«( X r ) ac SS — X 

tx* r 


dx. 


Finalmente fia m una frazione negativa efprefla da — — . 

■ t 

Porto x ' —y farà i ss y' *' > °nde per edere* , r numeri: interi politivi , 
differenziando fi avrà o ss rx* y ~ ' dy -J- ny r x" ~ ‘dx, e dy zzi — — —yx~ 1 dx . 

m » t 

Ma y zz x ,edy—d(x ). Dunque rimettendo quelli valori, fi avrà 
d (x ' ) ss x ’ dx. 

B z 
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Regole ; e Nozioni : 

f *"\ y , d(x m ) — «* </()• ) rnx m ~'dx nx m dy 

V* ' y 1 " •' /’ y^-TT * 


d (*-+a) =3! mn tV'-fr af •“ aT - ’ i# . 

» / « 5L^. 

n 

= (*) 


(*) Il differenziale della frazione —, che al problema terzo fi è ritrovato 

col mezzo della divifione, ed ,-lla nota alio fleffo problema con una fofiitu- 
2Ìone , fi ottiene anche più facilmente colla prefente regola generale: poiché 

— ar>» “* , < d ( *7 “ 1 ) =/ ~ 1 dx -f- x d(y~‘) — y~ 1 dx — xy“ % d)i 
_ xdy ydx xdy 

r - ~jr~ • 



t 
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CAPO SECONDO 


«3 


Differenziali delle funzioni logaritmiche , 
E CIRCOLARI. 


xxir. 

Ufi- EMMA. Ogni numero puh ejfere r appiattato da i 4" 
cd il fuo logaritmo dalla formala 

log. ( i +*) — A ( * 4 *' 4- 4 *' — r x< *f , T x ’ — ec •) » 

in cui A è il modulo del ftjlema logaritmico. 

La prima parte della prepofizione è per fe manifelta. 
Per la feconda parte fi faccia ( i 4* * )”== 1 + 2 , log. ( 1 +*) 
= Ax + £x*-f- Cx'4-jD* 4 + ...ec., e log. (i-fx ) — Az-\-Bz t 
-f- Cz’ 4" Oz“ + • • • • ec. : ^ quantità A, B , C , ec. fono a 
determinarfi col noto metodo de’ coefficienti indeterminati. 
Però fi riduca la prima di quelle tre equazioni ai logarit. 
mi , facendo »; log. ( 1 +*) = log. ( 1 +*) ; fi moltiplichi 
la feconda per m , e fi eguaglj il prodotto alla terza equa- 
zione. Si avra mAx-\-mBx % -f-mCx' -f mDx* sc.~ Az-\-Bz x 


4- Cz'-f- Dz 4 4- .— ec. 

In quella equazione fi follituifca il valore di z dedot- 
to dalla prima, cioè * = (i4*)*-i = ( riducendo 


r 4-x” in ferie ) mx 4“ 


■ I . m.m — 1 • m — l , 

- x'4-ec. 

1.2.3 


Si avrà mAx 4* 4- «Cx 1 4" mD*‘ 4- • • • ec. — 
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Il coefficiente di ciafcuna potenza di x nel primo membro 
fi fupponga eguale al coefficiente della ftefla potenza di x 
nell’ altro membro ; cioè fi formino quelle equazioni . 


mB = 


w . m — i 


2 


A -f w* B. 


_ m . ni — i . m — i . ~ - — „ _ 

>»C ss A-j- m x .ni — i B -f - m' C. 


m D ss m ' OT ~~‘ ' m ~ 2 ' m ~ ì A 4 - m '- m — '- m — 1 B i 
*4 ^ 3 


m' . m- 


_ . im‘ .m — r _ , _ 

C -f- 2 C + m'D. 


mE = ec. 

Dalla prima equazione fi ha B = — Quello 
valore di B foflituito nella feconda da C =3 -i A . I va- 
lori di £, C polli neir equazione feguente, danno quello 
di D = — -j-vf. Continuando a follituire r valori trovati 
nelle altre equazioni fi trova £ = -j- A , F = — A ì ...ec. 

Finalmente follituendo quelli valori alle llefle quantità 
B,C ,D , ec. nella feconda equazione log. ( x -f-*) == -d* 4* 
J9x* + Cx' -f- Dx* + ec. , li avrà log. ( i -f- x ) ss Ax 
— 4 A x* + -7 •'&' — t 4" t z/x’ — .... ec. ss: 

./?(* — T* 4 — ...ec.) 
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XXIII. 

PROBLEMA i.° Cercare il differenziale di una quantità 
logaritmica y . 

Si faccia log. y — z , e fi fupponga che y , z diventino 
y + dy , x -f* dz. Sari log. {y-\-dy)~ z -f - dz; onde dz 

— log. (y + dy) — 'z = log. (y + dy) — log. y = log. ( ~ — ) 
= log.( 1 + -y)* Dunque pel lemma precedente, Icriven- 
do — invece di#, fi avrh log. (1 + offia dz = 

a(— —— — f- — . ..«c. ) = ( ommelTi tutti i ter- 

mini infinitefimi di ordine fuperiore ) y-.Ciob d (log .y ) 

— ovvero, fe il logaritmo di y s’ intenderli iperbo- 
lico , in cui A — 1 , farà d (log.y) = — . 

XXIV. 

Corollario i.° Quindi il differenziale del logaritmo 
di una quantità variabile fi trova divìdendo il differenziale 
della quantità per la quantità Jleffa , e moltiplicando il quo- 
ziente pel modulo del dato logaritmo. 

XXV. 

Corollario 2. 0 Col mezzo di quefta regola fi hanno 
quelli differenziali , fupponendo i logaritmi iperbolici . 

d ( 1. ax ) = — = — : ovvero , per cfiere 1. ax 
=s 1. a -f- 1. x , fàrh d ( 1. ax ) = d ( 1. 4+1.*) = ~ . 
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d ( 1. >y — ovvero (1. xy) = <4 (1. x -f 1. y ) 

àx ^ dy ydx -f-xdy 

j(l-)= J(L.-I . r ) = ±-± = <£±--^±- 

\ y J v * y xy 

d ( 1. x" 1 ) = ovvero i ( 1. *”) = J(wl*) . 

mdx 


mdx 


d ( )’ = d ( m 1. x )* = « ( m l.x)""* = mn ( l.x'")'"' 


dx 

x 


d ( 1 7=7 ) — J ( 1 ‘ T +*-* h M ) = ; 


dx 

-f- * 


4* 



* ( L v^fr)=K<^- t •'^TF )=4 

dx xdx b l dx 

T x* -f- é* ““ x 1 -f- x * 


x</x(x »-f-£») 1 

( x* + i* )"F 


XXVI. 


Corllario 3 .°La medefima regola ferve a determinare i[ 
differenziale di un logaritmo di logaritmo, cioè delle quantità 
1. l.x; 1.1.1. x; 1. 1.1. l.x; ec. in cui ciafcuoa 1. fignifica Io- 

dx 

garitmo. Imperocché, pollo l.x==y;e però<^ = — , fi avrà 


d (l.l.x) = J( l.>) = — ss ~. 

% ' y x\. x 

<(1LL.) = J(U,)=Ì = 


dx 

X l.x 1. 1. X 


d(Ll.Ll.x) — d (1.1. ly) 


dy 


dx 


y 1 .y 1. 1. y 


xl. xLl. xl. 1. l.x 


e 
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dx 

• in generale d ( I." x) : — — — — , indicando 

jr è l. jr l* x l.* jr . . . . 1.*^* x 1 

per I/, ii logaritmo di 2 ° , di 3. 0 di m. ,6m * or- 

dine. 


XXVII. 


Corollario 4. 0 Dall’ equazione d (1 og.x)= — fi ha 


# d( log. x ) =3 dx. Dunque il differenziale di una quantità 
qualunque variabile è eguale alla quantità fteffa moltiplicata 
pel differenziale del fuo logaritmo. 

Con quella fola regola fi poflono determinare tutti i 
differenziali ritrovati nel capo precedente con altrettanti 
metodi particolari : poiché 


I.° d(xy) =5 xyd ( 1 . xy ) = xy (^— + ^sssjrrf*- \-xdy. 

-•<y) = 7 j (,-t)=Ì-(t-7) = 7 


xd y ydx — xdy 

>' /* 


3. d ( ) — x m d ( 1 . x m ) :=#" d ( m. 1. * ) =s #" ^ ^ 

= mx m ~' dx. 


XXVIII. 

PROBLEMA 2.° Cercare il differenziale di una quantità 
efponenziale , cioè di potenza il cui tf ponente fi a va. 
riabile . 

Sia primieramente «*. Si faccia a m =zy ; fari #1.« ssaLy, 

d ( f dy, 1. adx ~ ; onde dy = > 1. adx ; cioè fofti- 

tuendo i valori di y e dy, fari d («•) = a’i. adx • 

C 
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Sia x’. Porto x 3 = z j farli y 1. x=l. * y d ( x’ ) = dz y 

d (y 1. x ) = ].xJy -f- —■ = — , ond; dz=z z ^l.xijr-f- ~)y 

cioè d[x } ) = x' ( 1. xdy ^ ~ x* I. xdy -f- ^x^ - ' j/x. 

Sia la quantità efponenziale di fecondo ordine a*\ 

Porto a r *— z , farà d ( a**') — dz , x’ 1. a =s 1. z , — = 

J. x </ ( x* ) =(cafo precedente ) 1. <* ( x’ 1. xdy ),e</z 

s: z 1,«(* , 1. xVy -f" ^x*"' dx ) =3 x** !, x ( *’ 1. xafy -f- yx’~'dx ) , 
Allo fteflo modo fi trova che il differenziale di x'* c 
X y ( y’ x“‘ dx + y c l.y 1. xdz + zy‘~' \.xdy)’ poiché fatto 

*’ = v y fi avrà d ( x y ‘) = dv ; 1. v —y 1 1. x; = d(y* l.x) 

= y* d ( 1. x ) + !• * à (y) — ~ — h l.x (y‘ Lydz-f-zy'~'dy); 

onde moltiplicando per v y e rimettendo per v , e dv i loro 
valori farà dv , offa d (x >* ; = x f*(j/ , x _ ‘ dxf-y’ \.y 1. xdz 
*f* zy* -1 1. ) • 

Da quelli differenziali fi vede che qui pure ha luogo 
la regola ftabilita nell’ultimo corollario del problema pre- 
cedente ; cioè che il differenziale di ogni quantità o funzione 
compojla comunque o di fole variabili y odi variabili e cojl en- 
ti è fempre eguale al prodotto della fteffa quantità o fun- 
zione nel differenziale del Juo logaritmo. 

XXIX, 

PROBLEMA 3. 0 Determinare il differenziale di una fun- 
zione circolare corrifpondente ad un dato arco od angolo va- 
riabile x. 

Si fortituifea x -+* dtt in luogo di x. Si avrà 
i.° Pel differenziale del Seno 
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Sen. ( x-f -dx) = Sen. x . Cofi d x -f- Cof. x. Sen. rfx , lup- 
polo il raggio =s i (*) . Ma fupponendo Coll dx = Rag- 
gio = i , e Sen. dx=zdx; cioè il cofeno di un arco in- 
finitamente piccolo eguale al raggio, ed il di lui lètto 
eguale all’ arco fteflo (**) fi avrà Sen. (x-f<fi*) = 
Sen. x -f- Cofix.rfx. Laonde crefcendo 1’ arco x della por- 
zione infinitefima dx , il di lui fieno crelce della quantità 
Cofi. x . dx . Dunque Cofix.</x farà il differenziale del lèno 
dell’ arco x : Cioè il differenziale del feno di un arco circo- 
lare , il cui raggio fi fuppone—i , è- eguale al differenziale 
dell' arco moltiplicato pel cofeno del / arco fieffo. 

i° Pel differenziale del Cofeno 
Cofi. ( x-J-rfx)— Cof. x.Cofi dx — Sen. x. Sen. dx , fatto il 
raggio = i ; fupponendo come fiopra Cofi. dx = Rag. = i 
e Sen. dx = dx, fi avrà Co fi. (x -f- dx) = Cofix — Sen.x.ix. 


(*) Quella e le altre formole che verrò efponendo intorno alle funzio- 
ni circolari fi trovano in ogni compendio di trigonometria piana. Sianoti, b 
due archi di circolo , il cui raggio fi fuppone ss i : 

II feno della loro fortuna farà Sen. a. Cof. b -f- Cof. a. Sen. b. 

Quello della loro differenza .... Sen. a. Cof. b — Cof. a. Sen. b. 

Il cofeno della fomma de’ med. archi . Cof. a . Cof. b — Sen. ir . Sen. b . 

Quello della Differenza . Cof. a. Cof. b -f- Sen. a. Sen. b. 


Sen. a 


La tangente dell’ arco a farà = poiché Cof. a : i :: Sen. a : Tang.a . 

Cof* a 

La Cotangente di a farà ss > poiché Sen. a : Cof. a : : i : Cot. a . 


La Secante ss — '■ ■ ■ ■ , e la Cofecante = — - 1 — : poiché Cof. a : t : : i rSec. a, 
Cot. a Sen. a 

e Sen. a : i : t i : Cofec. a ec. 

(•*) Il cofeno di un arco zero é eguale al raggio : dunque il cofeno 
di un arco infinitefimo può fupporfi eguale al raggio. I feni degli archi pic- 
colifiìmi fi confondono cogli ileffi archi: Dunque ai feni degli archi intuii - 
tefimi fi pofsono folti tuire gli archi (tedi , e viceverfa . 

C 2 
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Onde crefcendo 1 ’ arco x della porzione infinirefima dx, il 
di lui cofeno decrelce della quantità Sen. x.dx. Dunque 
— Sen. x . dx, farh la Huffione del cofeno del medefimo arco : 
cioè il differenziale del cofeno di un arco è eguale al diffe- 
renziale dell' arco moltiplicato pel feno dell' arco jleffo . 

3-° Pel differenziale della Tangente , pollo Tempre il 

raggio ss i , fi ha Tang. x = . Dunque d (Tang. x) 

' Sen. x \ Cof. *. tì ( Sen. x. ) — Sen. x. d ( Cof.* ) 

Cof* x ' 

Cof* *. rlx 4” Sen.* x.dx dx . _ r% 

c~o~x *= c7fT7 ( CoC * + Sen -‘* )• 

Cof‘x -f- Sen.* * = (R<*o.)* — 1. Dunque d (Tang. x) — : 

cioè il differenziale della Tangente di un arco circolare è 
eguale al differenziale delt arco divifo pel quadrato del co- 
feno dell' arco fleffo . 

4. 0 Pel difTerenziale della Cotangente fi ha Cotang. x 

= ir: • Dun 9 “ d (c° ra ”s-«) = «'(—) = 

Sen. x.d( Cof x ) — Cof x, d ( Seq. * ) --Se n.* x. da — Cof* x. dx 

Sen.* . x Sen. ‘7* 

= + CoC* x ) s= ~-:cioé il diffe- 

renziale della Cotangente di un arco è eguale al differenziale 
negativo dell' arco divifo pel quadrato del feno dell' arca 

Affo- 


5.® Pel differenziale della Secante fi ha Sec.x =x — •*- — . 

Cof * 

Dunque d( Se c. x) ~d(~ —) = * 1 . 

cioè il differenziale della Secante di un arco è eguale al pro- 
dotto del differenziale dell' arco nel feno dell' arco Jleffo, divifo 
pel quadrato del cofeno . 
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6.° Pel differenziale della Cofecante , fi ha Cofec. * 
I ./"IN ^ Sen. * \ 

=• -Dunque ^Cofec.*)^ ~s^7~) 

■ — — Cof. . c j 0 £ -f Jiff cr enziale della Cofecante di un 

Sen.» x ' 

arco è eguale al prodotto negativo del differenziale dell' ar- 
co nel cofeno dello fteffo arco, divifo pel quadrato del feno • 

XXX. 


Corollario i.° Dal differenziale di ciafcuna delle pre- 
cedenti funzioni è facile il paffare a quello dell’ arco #. 
Non fi ha che a fvolgere la dx da quel differenziale : così 


fi avrà 


l.° dx = 


ti ( Sen. x ) 
Cof. x 



d ( Cof.» ) 
Sen. x 


Cof.** . d ( Tang. * ). 

— Sen.* x . d ( Cotang. x ) . 

Cof. 1 x . d( Sec. x ) 

Sen. x 

Sen. 1 * . d ( Cofec. x ) 

Cof. « 


XXXI. 

Corollario 2.® Porte tutte querte formole differenziali. 
Sia y una funzione qualunque dell’ arco circolare x ; cioè 
i.° Sia y il feno dell’ arco x. 

dv 

Sarà dx = -7=™=; poiché, fatto il raggio eguale all’unità, 
v' 1 — /* 

farà Cof x = V 1 — Sen.** , e foftituiti i valori nella 
prima formola del corollario precedente dx = ~ Col - g , 
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avrafli la trasformata dx = 


dy 


V l — y 

2° Sia y il Cofeno dell’ arco * ; per la feconda for- 

d > 

v'T— T‘ ’ 


mola dello fteflo corollario fi avrà dx = — ■ 


poiché Sen. x = V i — Cof.*x. 

3. 0 Sia y la tangente. Per la terza formola fi avrà 

dx = — j - — ; poiché Cof. * = — * — = . 

Scc. * \S , Tang.* * 

4. 0 Sia y la Cotangente. Per la quarta formola fi avr'a 

dx ; poiché Sen. x = - *■ — = — - : 

«+/ Cofec. * 

5. 0 Sia y la Secante. Per la quinta formola fi avrà 

dx — - - dy ; poiché ^Sec.' x — 1 = Tang. x = 

y\S »» — 1 ° 


Sec. x . Sen. x , e Cof. x = ~ — ; onde Sen. x =— . Vc — i 

òee. x Sec. x 1 

r . « - Cof. 1 x 1 

Col. * = r— — , e = _ - . 

Sec.*x' Sen. x Sec. x.v' Sec.*x — 1 

6 ° Sia finalmente y la Cofecante . Per l’ultima formola 


dello fteffo corollario fi avrà dx = 


__ —dy 


; poiché 


/ 

^ Cofec.* x — 1 = Cotang. x = Cofec. x. Cof. x, e Sen. x 

= F7~; onde Co fi x = ^i^LZL^Sen.* x , 

Colec. * » Cofec. - ’ Cni« » * > 

Sen.* * 1 


"Cofec.* x 


Cof. x 


Cofec. x . v' Colec.* x — 1 ' 
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CAPO TERZO. 

Differenziali di ordine superiore . 

' XXXII. 

JI Differenziali di ordine fuperiore fi prendono come i dif- 
ferenzialii di i.° 

Sia X una funzione di x,ed XV# il fuo differenziale 
di primo ordine, in cui X' è ancora una funzione di x. 

Si differenzi X'dx riguardandolo come il prodotto del- 
le due variabili X\ dx. Sarà d(Xdx) =s dxdX' 4 - X'ddx; 
e fupponendo che il differenziale di X' fia X"d#, in cui X" 
efprime una nuova funzione di * , farà d( X'dx ) = 
X"dx' 4 * X'ddx il 2° differenziale di X. 

Si differenz) quell’ ultimo differenziale riguardando i 
due termini X"dx *, e X'ddx come due prodotti delle quat- 
tro variabili X", dx' , X', ddx . 

Sarà d (X"dx' ) = dx'dX" + ìX'dxddx, 
e d ( X'ddx ) = X'dxddx +Xd'x. 

Onde fupponendo dX‘ — X"dx fi avrà X'"dx' + 3 X’dxddx 
Xd'x pel differenziale di 3. 0 ordine della funzione fi- 
nita X. 

Continuando ad operare nella fleffa guifa avraffi il 
differenziale di 4.% di 5.% ec. ordine. 

XXXIII. 

COROLLARIO . Quindi ad avere un differenziale di or • 
dine fuperiore di una data funzione. 

l.° Si prenda il differenziale di primo ordine della data 
funzione . 
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2.° Si prenda il differenziale di quefla prima funzione 
confederando come altrettante variabili , e le variabili fi effe , 
ed i loro differenziali : con che fi avrà il differenziale di 2 ° 
ordine della data funzione. 

3. 0 Si differenzj quefla feconda fluffione , f apponendo 
variabili le variabili fleffe , i differenziali loro di l.° ordine , 
e quelli di z.° : ciò fatto , /’ ottenuto differenziale farà di 
3. 0 ordine . 

Similmente operando fi troveranno i differenziali di 4. 0 , 
5.”, cc. ordine . 

Efempio i.° fi cerchi il differenziale di fecondo ordine 
di x — y *f* a . 

Differenziando quella funzione fi ha dx — dy , 
e differenziando quella prima differenza fi ha ddx — ddy; 
dunque fara Jd ( x — y -f- a ) = ddx — ddy . 

Efempio 2. 0 Vogliafi la feconda differenza di xy. 

Si ha Differenza prima d(xy)=zxdy-{-ydx . 

Differenza feconda d ( xdy -f - ydx ) = d ( xdy )-{-d ( ydx ) . 

Ma d ( xdy ) = xddy -f- dxdy , 
d(ydx) = y ddx dxdy . 

Dunque dd ( xy ) = xddy -f- yddx ìdxdy , 
Efempio 3. 0 Sia propollo dd (xyz). 

Differenza prima d ( xyz ) = xydz + xzdy -j-yzdx . 
Differenza feconda d ( xydz -f* xzdy f-yzdx ) =: d ( xydz) 
+ d (xzdy-\- d(y'zdx). 

Ma d (xydz) = xyddz -f- xdzdy -f- ydzdx f 
d ( xzdy ) = xzddy + xdzdy + zdydx , 
d ( yzdx)s=yzddx -\-ydzdx-\~ zdydx. 

Dunque dd ( xyz ) = xyddz -f~ xzddy -f- yzddx -f- 2 xdzdy 
+ 2 ydzdx -j- 2 zydx. 


Efem- 
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Efempio 4.” Sia dd 

Differenza i.* d(~\ 

v y J /* 

Differenza 2 .‘ d = d (y ~ ^ 

Ma J (— 'l = >ddx—dxdy 
\ y J y * 

J ( f!^\ >* xddy -f- >» </jr</p l*yd[y» 

'•/* / 

J*ddjr + ydxdy — xx dy 

y ' * 

Dunque 4 * (y) = __ grffr + ^«fr— »*/• 

~ y ddx — lydxdy -j- 2 xdy* — yxddy 

~ . 

Efempio 5. 0 Sia dd ( x") . 

Differenza i.* d(x"‘)=z mx m ~' dx . 

Differenza 2.* d ( »;**" dx ) = mx m ~' ddx -f m .w — 1 x^'dx * . 

Cioè yy(x“)= »?*"■' <Ux -f- w . w— -i x m ~ , dx'. 

Se l’ efponente w aveffe qualunque valore , per efempio 
m 1=5 ~ > ponendo — in luogo di w,avrebbefi. 

dd (*~ ) , oflia dd x" = ddx + 

(t—)t ; 

Efempio <S.° Sia ancora propofto (/i* ), 

Differenza 1.* y(*'; = (XXVIII.) 1 . <«/». 

D 
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Differenza d ( 1 . adx ) -f- 1 . adxd (a m ) . 

Ma d , d(\.adx)=z/fl.addx i 
\.adxd(d')z=nf ( 1. a) % dìf . 

Dunque dd (rf" ) = tf\.addx-\-if(\.aydx x . 

Elèmpio 7. 0 Vogliafi finalmente la terza differenzadi xy 
Sari (Efempio 2.°) dd (xy) = xddy -\-yddx -{- 2 dxdy . 

E però differenza 3.* d( xddy -\-yddx -j- ldxdy ) = d(xddy) 
-\-d(yddx )~hd( ldxdy ) . 

Ora d ( xddy ) — xd'y -\-ddydx , 
d (yddx ) =yd‘ x ddxdy , 
d (ldxdy) = idxddy -f- 2 ddxdy . 

Dunque d' (xy) = xd'y + ddydx 4 * yd' x +• ddxdy -f - 2 dxda, 
(■ 2 ddxdy . 

■ XXXIV. 

E’ fuperfluo I’ addurre altri efempj : i metodi gene rali 
che abbiamo infognati badano a determinare i differenziali 
di ciafcun ordine per ogni funzione comunque comporta di 
quantità algebriche e trafcendenti . Soltanto fi avverta che 
fe in. paffando dalle prime alle fuperiori differenze , fi 
prenderà per collante qualche differenza di i.° ordine , le 
formole differenziali ricercate, faranno e più fàcili a deter- 
minarfi , e più femplici deli’ ordinario . Si vogliano per e- 
fempio tutti i differenziali di x m col fupporre collante la 
differenza dx . 

Sarà dx“ — rnx m ~'dx . 

d 1 x m — d ( mx m ~'dx ) = m.m — 1 x m ~ % dx' ; poiché ddx ~ e. 
d' x m — d ( m.m — 1 x m ~ l dx' ) — m.m — i . m — 2 x~~'dx' . 
d* x m = m . m — x . m — 2 . m — 3 x m ~ 4 dx i . 

E in generale d’ x m =zrn. m — 1 . m — 2 . . . J( m — n -f- 1 ) 
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NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE. 


JO>Ia x una variabile, ed y una qualunque fila funzióne- 
Per un numero indeterminato di volte fi accrelca ciafcuna 
di quefte due quantità del fuo rifpettivo differenziale , riguar- 
dando Tempre come collante l’ infinitefima dx, e fi prendano 
i divertì flati di y per funzioni degli corrifpondcnti di x ; cioè 
ai valori x 4 -dx, x-f- 2dx, x -f- 3 dx, ec. fi facciano corrifpon* 
dere ordinatamente le funzioni difpolle nella tavola feguente. 


Valori affanti. 

F unzioni corrifpondenti . 

X 

y 

x + dx 

y + dy 

x -f- 2 dx 

y 4“ idy 4“ ddy 

x -f 3 dx 

y 4“ 3 dy 4 - 3 ddy -hd'y 

x -f“ 4 dx 

y 4- 4 dy + 6 ddy 4" 4 4* d*y 

x 4* 5 dx 

\y 4- jd>4" ioddy + iod‘ Sd'y+d’y 


ec* 1 

Dall’ andamento di quelle funzioni fi vede chiaro , 
che tolto il i.° termine y in ciafcuna delle medefime , i 
coeficienti numerici di dy ne’ fecondi termini fono i nu* 
meri in ferie naturale o , x>3>4 >*** ec *> e c ^ e chi»" 
maodo » ciafcuno di quelli numeri i coeficienti de’ termi* 
ni in ciafcuna di quelle funzioni fono fecondo quella leg- 


s c ” > —— > — r.TF 


> X fi. >r 

~~ 5 


-I . n — 2. n — } 
1.2. 3.4. 


. ec. (*) 


(*) Quelli Coefficienti fono quegli ffefli del Binomio Neutoniano • 

C z 


1 
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Dunque in generale la funzione corri fpondente al valore 

* + ndu farla y -f- ndy -f- ài, + " "7^ ~ d' y + 

— ^ ^ + ec> 

i. z. ?• 4- 

Si chiami z quell’ ultima funzione di x -f* ndx y c fi 
alluma « infinita. I numeri finiti negativi — i, — 2, 
— 3, —4, ec. potranno trafcurarfi in confronto di », cioè 
a ciafcun numero n — i,«— 2,w— 2, ec. potrà follituir- 
fi », ed alla generale funzione di x -f -nix la trasformata 

I J ! "* d/ty , n' d' y . n *d*y . . • • r 

ss = V 4- ndy H f- ec. , in cui cialcun 

J I . Z t. 2. } 1.2. ?.4 

termine, oltre X y y per edere il prodotto di due quantità 
1’ una infinita, e 1’ altra infinitamente piccola dello ftefl’o 
ordine, farà quantità finita (*) . 

Facciali in oltre la quantità finita nix = cp, fatà x -f- ni* 
cp 

== x + cp , ed » = — . Quello valore di « follituito nel- 
la trasformata equazione darà la nuova formola generale 
cpiy ( tp 'Jdy t <p d'y , (p ' d' y , 

* = y + +I. 2 rf 7 + 1.2.3 in' + 772.3.4 rfx*' +ec - 


(*) Siccome n é quintili infinita farà n ~ co ; ma dy è una quantità 
infinitamente piccola, quale pub riguardarli come il quoto di una quantità 

finita qualunque h divifa per un infinita 00 ; dunque farà dy — — , dy' — — 

00 00 * 

. b 1 h f* 

dy ~ — ;ec., e quindi foftituendo avraflì ndy — co . • — ~h,n' dy' — . — - 

00 00 00 ‘ 

_ , h< 

_/>» j oo | . — h> ec. Cioè il prodotto di due quantità I’ una infinita, e 

1 altra infinitamente piccola dello ftcfTo ordine, farà quantità finita , 
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i cui termini faranno tutti finiti. (*) L’ ufo generale di 
quella formola nella formazione delle ferie è indicato ne’ 
feguenti problemi . 

" • XXXVI. 


PROBLEMA i.° Ridurre in ferie infinita la potenza 

Si faccia ( # + <p )“ =z ; farli y = poiché , eflendo^ 

funzione di x , e * una fimile funzione di non può 

fupporfi z = (* -f<p quando non fi faccia ancora >- = *“. 

Pofio adunque cortame la dx e differenziando continua* 
niente 1’ equazione y = x m fi avrà 

dx 

dtly — -i 

— — m*tn — i x < 
dx 9 -' 

d 1 y ' 

— — = m . tn — i . m — z 


- — = m, ni — i . m — 2 w— ? K m ~t. 
dx* J 


Quelli valori fortituici nella formola generale daranno 


la ferie infinita ( Jf + <p)“ := ^ <p~l — cj>* 


+ -• ' 2 ' — -*‘"'<p' + ec.,(**) cioè la notilfima efpref- 


(*) Due quantità infinitefime dello fielTo ordine devono avere tra loro 
un rapporto finito: Dunque dividendo l’una per l'altra avraffi un quoto che 
farà quantità finirà . 

(**) Quella ferie fi puS ancora ritrovare fen/a l'ajuto dell’ tifata forino- 
la generale nel modo feguente. 
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fione del binomio Neutoniano , di cui ciafcuno là 1’ ufo nel* 


Cetcb primieramente la potenza m del binomio i -f- *, e perciò fup- 

pongo (i + >)'si +Ax +--B*» +- C*> 4 * D** 4 “ K - : m « tto 1 ^ P rin ‘ 

cipio della ferie perchè qualunque potenza di i -j-x ha t per primo termine. 
Differenzio quella equazione ad ho m ( I 4 “ * T^'dx — Adx 4 “ iBxdx 
4 - ^Cx'dx 4- +Dx' dx 4" ec. , ovvero, dividendo pel comun fattore dx t 
j- z Bx 4 - jCx‘ 4 - 4 Da* 4 " ec- W Qued’ equazione deve 
aver Tempre luogo qualunque fra il valore di x. Riguardo adunque la * co- 
me quantità infinitamente piccola, ed ommetto nella (teda equazione tutte 
ì termini in cui entra la * , perchè in quella ipotefi fvanifeono in confron- 
to degli altri termini finiti . Cosi io ho 1 ’ equazione femplicilfima m (1)“-' 
~A % dalla quale ricavo A — m . 

Differenzio di nuovo 1 * equazione (M) ed ho m . m — 1 ( i 4 "* )" 1 dx — 
iBdx 4- óCxdx 4- i iD*‘ dx ec. , odia dividendo per dx t 
Wi m —i ( 1 4- x =s iB 4- (JCx 4 - 1 iDx % 4 " ec. , e riguardando ancora 
la x come infinitamente piccola, cioè togliendo da quell’ ultima equazione 
ogni termine in cui entra * ho m. ni— 1 =5 a B , e quindi B — m . m—i . 
Continuando nell’ ideila maniera trovo Cs m. m— 1 ,m— 1 , 


m.m — 1 . m — 2 . ni — i 

D=s - , ec. 

1. a. 3. 4 

Metto adunque quelli valori nella fuppofla ferie ed ho ( 1 4 " * )“ — t 
ir». m — 't m.m—i.m—i m.m—i.m — 2 . m a 

+ ”*+"777 r * ,+ — + 


1. 2. 3. 


I. 2. 


4- ec. 


Faccio + <p )■=*"( > 4 - 7-) , e fcrivendo ~~ in luogo di 
ottengo (<4--^) =«4->" %■ 4- - 77 — : *-^4- 


1 . m — t . m — 2 (p' 


1. 2. 3 


4- ec. , e finalmente moltiplicando ciafcun membro 


per x“ho la cercata potenza x m (■+ 4 )‘ , odia (*+ o>) =«• + 



<j) 4- 


«•-* <p‘ 4 -" 


m . m- 


<p* + 


ec. 
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la formazione delle potenze, «élla effrazione delle radici , 
nell’ evoluzione in fèrie infinite delle frazioni , e le varie 
trasformazioni in altre ferie più comode e convergenti. 

XXXVII. 


Problema zi® Ridurre in ferie il logaritmo l.(x <p).' 
Facciali l.(# + (p) = *, farli y = 1. x , ovvero y = A 1. x . 
(XXII.) 

Onde differenziando 4— == — J -jj = — j ~rr^ 
; ec. e foffituendo quefti valori nella formola generale, 

1. (x + <p) = I. » + ~ ^r+ ec -) 


*' 

avraffi .. v „ , ™ . — — , . . , . 

' ^ 7 * JX* JX 1 +X 4 

ferie che convergerli tanto più prefto , quanto più piccolo 
farà il valore di <p rifpetto ad x. 

Similmente pel fegno negativo fi troverà 1. (x — - <p ) 

^ ■+■ ec. ) , ferie che 


«L.-xCf + ^ + ^ + „ 

* i*‘ 3 «' 4 X 4 


fottratta dalla precedente darà I.(x+<J>) = 1.( *-—<p ) 4* 

, , ( ® , ®’ , \ ili “jtl P ì 

+ ®l+ SL+ f. +«.). 

* 3*' 3** 7* 7 / 

In oltre fè in ciafcuna di quelle ferie fi farà <p =3 1 , 
fi avranno le trasformate. 

L (.- 1 ) = 1 . A (-L + + -1- + +*.) 
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32 Uso del Calcolo Differenziale 

1(«+0=M--0+^(t+F+P+ 7 '7 + ec ) 

i-(Sr) = ^(f + £ + £ + -£'+*)■ 


ì*‘ 5 J 

xxxvm. 


Corollario r.* Col mezzo di quelle ferie fi poffono 
calcolare tutti i logaritmi di qualunque fillema : poiché dato 
il logaritmo di * dalla prima formoli fi avrà quello di 
x-f-i, dalla feconda quello di * — i , e fuppofto il logarit- 
mo di x — i , dalla terza fi avrìi. quello di x-f-i , e Vice- 
verfa. Finalmente colla quarta forinola fenza fupporre ve- 
run logaritmo , potrà ritrovarli quello di una frazio- 
ne qualunque ~~ > il cui numeratore fia maggiore del 

fuo denominatore di due unirli , e quella formola ballerà da 
fe fola per calcolare ogni logaritmo, 
i Per darè qualche (àggio della pratica di quelli calcoli, 
fi cerchi primieramente il logaritmo iperbolico di 2. 

Si faccia j = 2 ; farà x = 3 ed A ~ 1 , poiché 

nel fillema iperbolico il modulo di logaritmi è eguale all’ 
unità ; e lollitucndo quello valore di x nella quarta for- 
mola fi avrà 

i.i.i 1 1 

L L _| j L 

3 81 1215^ 15305» ^ 177147 


IP48617 
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NELLE FORMAZIONI DELLE SERIE. 
Quelli termini ridotti in decimali fono 

■7 = 0 > 3333333 

-^ = 0,0123457 


33 


= o , 0008230 

1215 1 3 

— - — = o , ooocds? 

— ' — = o , ooooostf 

w^~°' 0000005 
Somma, o , 3465734 

Tutti gli altri termini della ferie fono inutili , perchè 
ci accontentiamo di 7 cifre decimali . Dunque farli 
1 . 2 =2 (o, 34^734.) = o, <5p3 1 4<58 . 

Conofciuto il logaritmo di 2 fi trovano immediata* 
mente tutti quelli delle fiue potenze e radici : poiché 
1. 2”= m 1. 2. 

Quindi 1.4= 1.2* =2 1.2 = 1, 38<J:$>3<S. 
j. 8=1. 2’ =31. 2=2, 07^4404 . 

1. 1 6 = I. 2 4 = 4 1. 2 = 2 , 772 5872 . 
ec. 


Ad avere il logaritmo di 3 fi faccia * - = 3 , e per- 

ciò x = 2: quello valore fofiituito nella ferie darli 

1 -3 = *(7 + ~ 4 '- T ^ + - i ^ + ^r + 


*o<4 1)6 


+ 


49 ' 59 <S 


+ 


2228224 


Byé 4608 

+ ec. ^ 


12528 


E 
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e per effere — = o , 5000000 


= o, 0416666 
= o , 0062500 
= o , 001 1 162 
= o , 0002170 


*4 

I 

~ IÓO 
I 

896 

t 

4608 

= o > 0000443 

t 

= o , 0000073 


106494 

1 

401520 

1 


= O , 0000020 


7n a ~ =0 ’ 00000 °4 


Sark I.3 = o , 54730^8 X 2 = r , 0786116 

Col logaritmo di 3 fi trova quello di ciafcuna fua 
potenza e radice, poiché 1. 3*s«L 3; e co’ logaritmi di 
2 e 3 , e delle potenze e radici loro fi trovano tutti quegli 

elpreffi dalle tre forinole generali 1 . (2" X 3'), 1. ) , 

L &) > in cui m ed n fono numeri qualunque. 

Se invece di porre r~~= 3 fi far'a _ ±_ r 

X L I X 1 I £ * A 

ponendo conofciuto il logaritmo di 4, la ferie conver- 
gerà affai più rapidamente; poiché fark # = 7, 


Jt— I 3 ^ 7 T 


1019 840 3} 


+ 


576480 
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Quindi -y = o , 1428571 
7^9 = °> 0009718 


= 0,0000119 

84035 , > * 

t 

—7— = O , 0000002 
5764801 3 

4 


e !• — = o , 1438410 X 2 = o , 2876820. 


35 


Ma i. ~ = 1 . 4 — 1 . 3 . Dunque 1 . 3=1.4 — I.— = 

1 , 3852936 • — o, 2876820 = 1 , 09861 16. 

In generale conolciuto il logaritmo di un numero qua- 
lunque a -f- 1 fi troverà quello di a con una ferie preftifi 

fimo convergente col porre — = a ~t -.. 

x — 1 a 

Cerchifi ancora il logaritmo di 5. 

Fano = — : lira x — 1 1 , e 1 . — = 2 [ — 4 - 

*— ’« 5 * 5 Vu t 

J777T + 7777 + 77777.+ ec * )> ferie in cui tutti i termini 

dopo il 3. 0 fono inutili; poiché 

77 = o, 0909090 

~T— 0,00*2504 

1 

- — - = o , 00000 1 2 
5. 1 1 

1 

= o , 0000000 

7. ri’ 1 

Somma 0,0911606 


Dunque 1-7=0,1823212, e 1 . 5 = 1.5— *0, 1823212 = 

1 > 7Pi75 8 + ~ 1823212 = 1 , 6094372 . 

£ 2 
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Collo ftefTo metodo fi potranno determinare i logarit- 
mi degli altri numeri primi 7, n , 13 , 17, ec. , e col mez- 
zo di quelli i logaritmi di tutti i numeri comporti . Solo fi 
deve avvertire, che quanto più grandi faranno i numeri di 
cui fi cercheranno i logaritmi, tanto più pochi termini del- 
la ferie fi richiederanno, e che nei numeri maggiori il fo- 
lo primo termine dark il logaritmo cercato. 

XXXIX. 


Corollario 2* Con quelli logaritmi iperbolici fi tro- 
vano facilmente i logaritmi de’ medefimi numeri per qua- 
lunque altro firtema: giacché quelli altro non fono, come 
appare dalla formola generale , fuorché gli ftelfi logaritmi 
iperbolici moltiplicati pel modulo A. Nel firtema delle ta- 
vole comuni fapiamo che la bafe logaritmica è io: fi trat- 
ta adunque di cercare il valore numerico di A , affine di 
poter convertire i trovati logaritmi iperbolici in tabu- 
lari . 

Si prenda la formola generale 1 . — 


/ <P $' 0 ’ (p 7 \ 

T + J7 + J7 + y7+ ec -)i 


in elfa fi permutino i luoghi rifpettivi ad x , e <p, cioè fi 
ponga x in luogo di <p, e <p in luogo di * , e nello ftef- 
fo tempo fi faccia ancora <p = 1 , cosi che la formola re- 
tti trasformata in queft’ altra l =2 A ( — -f- — + 

— + — - + ec.). In quella fi faccia A= — , e =; a • 
5 7 * p ’ 1 — x • 
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NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE 

t > indi foftiruendo quelli valori fi avrà 

(a — 1 )> , (« — 1 )« 


l ' a - P KTfT + j ì£hF + 5ÒT+ì> + ec ‘ )• Flnalmente 

pofia la bafe « = io, e 1. « = i fi avrà la fèrie con- 

vergente 2 (■^• + ^ r + ~r + + e c . ), ioni 

termini ridotti in decimali e fommati daranno il valore 

affai profilino di /> = 2, 302584. Onde farà A= 1 — 

2,302584 

o, 4342945 il modulo richiefto. (*) 

Quindi pel fifiema delle tavole comuni de' logaritmi 
fura 1. 2 2 o , 6931468 X o, 4342945 =0, 3010300 
1 * 3 = '• 1 , 0986116 X o, 4342945= o, 477121 j 
1 - 4 = 1 ) 3862936 X o, 4342945 = o, 6020600 
ec. 

XL. 


Problema 3 ° Ridurre in Serie la quantità efponcnxìale a" 
Pongali a r =_y, ed a* = z ; farà s= a"l.x,~ — > 

** ’ dx* 


(*) II valore di A fi trova più fpeditamente in quello modo. Sia s un 
numero, di cui fi conofce il logaritmo iperbolico ed il tabulare; cioè fia 
l.a — b il logaritmo iperbolico 
A 1 . 1 — c il logaritmo tabulare . 

Sari 1 . a : A I. a : : b : c . 

Quindi A ~ = ~£~ • 

Nel fifiema delle tavole fi conofcono i logaritmi di tutti i numeri in pro- 
greffione decupla 10; 100; 1000 ;ec. , che fono i numeri in ferie naturale 
1 ; * ; ? ; ec. ; dunque pollo a =. io , farà czzA 1 . 10= 1 : ma nel fifte- 
ma iperbolico fi è trovato I. io =; 2 , 302584 . Dunque fi avrà come prima 

A — — — ss 0, 4342045 . 

2,302584 
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tf ( 1. a y y — •“ ( 1. * )’ , ec. , e foftituendo fi avrà ss 

. f . <p >•» , <P*a^* , <p’o.«)! . > . . „ . 

"v 1 + i + ~7~r + ttt + *•/ » c,oè dlvl * 

dendo per a". 

<J> ,Cpl. * , $>* (».#)• , <p'(l.<0' , OVlur)* . 

- - 1 +-- + ~rr + —— + rrn + «» 

**(!.«)*, 


e mettendo * in luogo di <p , a’ = r -f- 


x 1. a 


H f- ec. 

i.z.j 1. 1.3.4 


XLL 


Corollario x.° Allo fteflo modo fi troverà 


* le , *’ (!•->)* 

a — 1 1 


*' c 1. « )’ . x* (ì. a y 

— + 


ec. 


1. 1 1. 2. 3 

XLir. 

Corollario 2. 0 Sia co la baie logaritmica nel fifte- 

... r . <P (p l. o> <p* (l.<a)‘ <p’ (I. <b)’ , 

ma iperbolico, farà co = t -f — — --f-Z-J : — L -f zl_i L. 4- 

1. 1. 2 1. 2. 3 

<p 4 ( 1. a y , 

• t 2 ■ ^ r ec. Si faccia <p = i,el. <»=i: poiché il lo- 

garitmo della baie è Tempre 1’ unità, fi avrà la ferie con- 
vergente t) ss t -f — + 7 1 -1 — -j — + ec. 

* 1.2 1.2.3 1.2. ?-4 ’ 

efprimerte il valore numerico della fìefla bafe; cioè, ridu- 
cendo i termini e fommando, a> =2,7182818, quantità 
«he fi può ottenere in diverfi altri modi. 
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xuir. 


3 9 


PROBLEMA 4. 0 Sia y un dato arco di circolo , ed x una 
qualche fua funzione , determinare la variazione dell’ arco y , 
per una finita variazione <p foppraggiunta alla funzione X , 
e viceverfa . 

i.° Sia x Seno di y. Si indichi per A Sen. x l’arco/, 
e per A Sen. ( # ± <J> ) l’arco variato che fi cerca; cioè fi 
faccia y=. A Sen. x , e *==^Sen.(x±(p). 

Sarà (XXXI. r.°) -^ = !— 

* (l— X*)» 

ddy x 


dx 1 

à'y 


(1 — **) 1 

I -J- 2 XX 


dx > 
d* y 

77 

d* y _ 


(1 — xx). 

9 »-f- 6 x ' 

7 

(l Xx)x 

9 7*** + H* 4 


dx « 


(1 — «0» 


ec. 


e foftituendo quelli valori nella formola generale , nafeerh 
la feguente ferie infinita 


<P , Q* * M 

A Sen. ( x ± 9 ) = A Sen. *± j_ • -j_ ± 

1 (1 — xx)» 2(1— X*)» 


<P'(| + ÌXX) _J_ <p‘ ( 9 X-f-&x' ) (P* ( 9 -f- 7-x* ~4~ *4** ) _J_ ec nc jj a 

6(1— -xx)T 24(1— —xx)” 120 ( r — xx )T 

quale, fe <p farà una quantità molto piccola, la fomma de’ 
3,04 primi termini darà un valore molto prolfimo dell 
arco cercato. 

Si cerchi per elèni pio l’arco di circolo, il cui leno fia 
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eguale alla quarta parte del raggio, cioè alla funzione 0,25, 
fupponendo il raggio eguale all’ unita . 

Dalle tavole de’ feni fi ha feno profUmo minore al 


dato - --o, 2498167 

Arco y corrifpondente a quello feno - - - 14. 0 28'. 

Differenza tra il predetto feno ed il feno dato 0,0001233 
V(i — xx )= Cof , = Cof. 14. 0 28'. = - - 0,9682731 
Sen. (# + <p) =3 •■••••••• 0,2500000 


Sarà dunque A Sen. (*4-(p) = 14. 0 28' -f- -c-- 4* _ 

T Coi.? aCof. 1 y y 

la quale efpreflione bafla. Dunque , ufanJo per maggior 

comodo i logaritmi , fi troverà 

1. (p = 6, 0909631 

1 . Coli .9 = 9, 9860069 

1 y s . (j) 

l ’cZ 7 — <5, 1049562 ;^jr-p = o,oooi273374 
1 <p ‘ 

2,2099124 

I . Sen., = 9, 3976205 

, Sen., 

'•Cd^ = 9, *11613* 

■ (p*Scn., 

J ’ T^T— l ' 6ll ^ 6 ° 

J. 2 = o , 3010300 

1 y Sen . , (p* Sen./ 

2 Coi.-, — 1 > 3 240960; ^ Coi -- = o, 00000 0209 1 

Somma o ,0001275465 . 

Per ridurre quefla frazione in minuti fecondi di gra. 
do, fi farà come 1 fla al valore del raggio in fecondi, eh’ è 
206364", così la fleifa frazione al 4. 0 termine. Operando 
ancata co’ logaritmi avraflì 

Lo- 
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NELLE FORMAZIONI DELLE SERIE 1 
Logaritmo della frazione 6, 1056670 

Complemento logaritmico del Rag. 0 4, <5855749 

Refiduo i, 4200921 
Numero corrifpondente a quello refiduo logaritmico, 
offia valore della frazione in fecondi 26" , 308*51 . Dun- 
que 1’ arco cercato, ridotta la parte decimale in minuti 
terzi, quarti, ec., fark 14. 0 28.' 2<5." i8. ,n 30." 59.’ 45.” 3 6 . v " 

2. 0 Sia x Cofeno. Pollo y = A Coli x , e z = 

x 5 TCofi(* ± <p),avrafll(XXXI.2.°) —• — — — , e 

(1— xx)T 

Ja cercata ferie, dopo aver cambiato il primo termine, fari 
la precedente permutati i fegni ; cioè 

ACot (x±cp) — ACoCx ? — — 0 '~ .. * 

(1— - xx)T 2(1— xx) » 

{T)'( I -f- 2 **) tp* ( px -f- 6x' ) ®‘ ( 9 + 72 ** *-f* 24 * 4 ) 

— — — * 1 cc * 

6 ( I — xx ) 1 24 ( 1 — xx ; 1 1 20 ( 1 — xx ) » 

3. 0 Sia x tangente. Pollo y = x^Tang. x, e % ~ 
A Tang. (#±<p), avraflì (XXXI. 3.°) 


1 II 

1 

i-J-x* 

IX 

dx' 

(l+xx)‘ 

d‘ y 

dxx — 2 

1 . * 

(l-J-xx)' 

d* y 

— 24X> -f 24* 

dx* ' 

(>+•**)* 

d' y 

I 20X* 24OX* 4 - 24 

~d* 

( I 4 - XX )« 

ec. 



<p 

Quindi xfTang. (#±<p) = x^Tang. *± — — 

F 
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<p* , 0 ' ( 0 * , , 


O Ì 



4® Sia* Cotangente; poiché (XXXI. 4.*) -jj~ — — ^7—» 
permutati i fegni ai termini della formola precedente , e 


cambiato il i.° termine, farà A Cot.( *± <p) = A Cor. * 4: 

0 , 0 l _ 0’ ( 1 ì , 

+ (TpsF * T «* -7 ) + 


— ~ (.’ — *) ^ 7- ^ — r-( ** — 2.’-) — — ) -f- cc. 

In guifa fimile fi potrh determinare la variazione dell’ 
arco y per una finita variazione di ciafcun altra fua funzio- 
ne : e viceverfà per una finita variazione fopraggiunta ad y 
farà facile il determinare quella di cialcuna fua funzione*; 
e fe le variazioni fi prenderanno affai piccole avraffi di più 
un mezzo per interpolare le tavole de’ feni , cofeni, tan- 
genti, ec. 

Allo fteffo modo, e col mezzo della fteffa formola 


generale , fi potranno ottenere moltiffime altre ferie , alle 
quali le ritrovate finora potranno fervirc d’ efempio. 
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CAPO QUINTO. 

Uso del Calcolo Differenziale nell’approssimazione 

ALLE RADICI REALI DELLE EQUAZIONI 
DI GRADO SUPERIORE. 

XLIV. 


G< 


Gni equazione si algebrica, che trafcendente può ef- 
fe re generalmente rapprefentata dalla formola y = o , in cui 
y è una funzione qualunque di x. Dicefi poi rifolta quell’ 
equazione, quando fi determini un valore di x, il quale, 
foftituito in luogo della ftefla x, riduca la funzione y egua- 
le a zero . 

Sia / quello valore di x, cioè una tra le radici dell’e- 
quazione y — o: perciò che fi è detto nel capo preceden- 
te, fe in luogo di x fi ponga /, oppure x -f- (/■ — x), 
fupponendo la nuova funzione = o, fi avrà / — x = <p, 

onde o=j.+ + 


e z 


<ix 


+ ec. 

dx< 


In quella formola generale / fi fuppone eguale precilà- 
mente ad x , ma nell’ inchiella delle radici delle altre equa- 
zioni particolari f non è da principio che un valore prof- 
fimo di x, il quale col mezzo della ftefla formola genera- 
le fi riduce in feguito ad un valore molto più efatto . Il 
metodo è il feguente. 

Si fupponga / già tanto proflima ad x,che f — x polla 
riguardarli come una quantità affai piccola rilpetto alla 
ftefla x , ed i termini dell’ equazione o = y -f- 

F z 
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(.f— *)dy , (/ x) % ddy . (f—x)'d<y . 

dx 2 dx' 6d< x r 


convergenti. In quell’equazione fi ommettino tutti i termini, 
in cui /— * fi ritrova innalzata a qualche grado di potenza > 
cioè fi confideri la Itelfa equazione , come fe non fofl'e che 

c = y -\-^— — JLL 11 ^ e £j a q U efia fi cavi il valore / = * — 


il quale, fofiituito ad x il fuo profiimo valore, farà 


una radice più efata dell’ equazione y = o. 

Se quello valore di f fi follituirh alla fielfa x nella 


medefima formola / = x — ~ , fi avrù in / una radice 

ancora più profiima alla vera , e proffeguendo in fi (fatta gui- 
là a foflituire ad x il precedente valore di / accofieraffi più 
e più al valore vero delle llefla radice /. Alcuni efempj 
rifehiareranno meglio quello metodo. 

i.° Si debba eftrarre la radice n.' 6 “da un numero qua- 
lunque c . 

Sia x la radice vera cercata, a la radice più proffima 
minore, e b 1’ eccelfo di c fopra «*, farà x'—c— a' -f b • 
olfia x" — a — i = o, e b = c — d". Si faccia*" — a " — b—y\ 




Quindi f = x — 




(po- 


llo a in luogo di x) a + = — - — -f* ~ — • 

2.° Sia c — io , ed n = 2 , cioè vogliali ellrarre la 
radice quadrata da io : farli a = 3 , ed / = -f- — = 

3 , lóóèó . 
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NELL APPROSSIMAZIONE ALLE RADICI REALI CC. 45 
Pollo 4 = 3, 16666 , farà / = - — }- Ì!_i^££f = 

^ L 5 *» 3**2 2 

3 , i< 5228, valore già molto proffimo alla radice richiefta; 
poiché innalzato alla feconda potenza d'a 10,00001. 

3. 0 Dallo fielfo io eflrarre la radice cuba. 

Fatto <2 = 2, ed « = 3, fi avrà 1 A 

2 , 16666.. e pollo <7=2, 16666 , fi troverà / = 

5 ’ r ’ ’ J 3(1,16666)' 

+ ■ * ■ ’ ■ ** '* = 2 , 15493, radice molto proflìma . 

4. 0 Cercare una delle radici dell’ equazione x’ — 3*' 
-f- 4* — 6 — o . 

Pollo x 1 — 3X' + 4x — ■ d = .y . 
ed x=i .... fi avrà y = — 4. 


to 


X = 2 


* = 3 



Da quelli rifultati fi vede, che una delle radici contien- 
fi tra 2 , e 3 , cioè che deve edere 2 più una frazione. 

dx 

Differenziando dunque 1 ’ equazione avralfi -j- =s 


,e follituendo farà/=x — ~~ =x — • 


3x* — ó*+4 ’ ” J 

— ■ =( pollo 2 in luogo di x ) 2 +- 

3 »* — 6x -f- 4 v r 0 J 4 


= 2,5. 


Pongafi ora *==2,5; farà / = 2, 5—0 1129 = 
2, 3871 una radice più prolfima. 

Si follituifca di nuovo quello valore 2 , 3871 ad x, e 
per maggiore comodità adoperando i logaritmi fi troverà 
]. x =0, 3778701? ; onde x = 2,387100. 

1.*‘ =0,7557412; *' = 5 » ^8247.. 

l.x‘ =1 ,1336118; x‘= 13, d0228l . 
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x' = 13, ($02281 3*'+ 4 = 21 1 ° 9474 I 

4x = 9, 548400 6 x = 14, 322(5oo 

x'-j-4*= 23,150681 Denominatore 6,772141 
3 x‘+6 = 23,094741 

Numeratore 0,055940 
Log. Num.* = 8 , 7477225 

Log. De n.* =0,8307259 x = 2 , 3871000- 

Log.Frazione = 7,9169966 Frazione = o, 0082603 


Quindi / = 2, 3788397 
Radice affai proflìma. 

5. 0 Cercare una radice proflìma dell’ Equazione x 4 + 
5x l — 8x — 110=0. 

Porto x 4 -{- 5 *‘ — 8x — 1 1 0 = y . 
ed x = 1 . . . Sara y = — 1 1 3 


x = 2 y = — 9° 

» = 3 / = — 8 

* = 4 > = + iP4 

Dunque la richiefta radice làrh 3 piti una frazione 

Ora differenziando 1 ’ equazione avraffi — = ^ ^_ 1CX 1 Z^ » 

... , ,, - ...... x* — 8* HO 

e loftituendo nella formola farà f —x — — ; 

Quindi fatto x = 3, farà / = 3, 0615 ; 

fatto x = 3, 0615, fark / = 3, 059893; 

fatto x = 3,059839, farà /= 3, 059887; 

radice molto proflìma alla vera. 

6.° Cercare una radice dell’ equazione x 4 -j- L x — 15 = 


c =y. 

JL j 

Si ha — — = — : — 7 — - ; A è il modolo del logarit- 
mi* 4*' -f- Ax ~' ’ ° 

ano di x. 
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Pollo * = 2 , poiché 2 è la radice proffima , ed A 
— 0 , 4342945 il modulo de’ logaritmi delle tavole , fi 

troverìi / = 2 • — = 1,9596. Pollo di nuovo * = 

I >95P^> e d ulàndo i logaritmi avralfi 


1. x = 0 , 2921674 

X 

= 1 , 959 * 

1. *’ = 0 , 876 5022 

x’ 

= 7 , 5 2 492 5 

1 . X* = 1,1 686696 

X * 

= 14 , 745 & 44 

LA = 9 , 3466169.- 

( 


1 . Ax~ l — 9 , 0544495 

Ax~' 

= 1 1 3357 

I. Num- C = 8 , 5799093 

Num.* 

II 

0 

w 

ó 

Osi 

co 

0 

<*• 

•»« 

L Den.* = 1 , 4801046 

Den.' 

= 30, 213067 

L Fraz. = 7 , 0997147 

Fraz. 

= 0 , 001258 


Dunque / = i, 958342. radice proflima. 

7? Sia ancora propolla 1 ’ equazione elponenziale *' — 
30 = o. 

Si riduca ai logaritmi, e fi faccia x 1 . * — 1 . 30 —y 



I 

A + \.x * 



* l * — 1. 50 
~A + 1. * * 


Si faccia * = 3 ; poiché 3 è la radice più prolfinu 
intera, fatk / = 3 , 0502 radice profiima . 

Si faccia x = 3 ,0502 , non contando che 6 ciffrc 
decimali, làrà f== 3, 050008 , radice che molto fi av- 
vicinerà alla vera. 


XLV. 

Dalla /labilità formola generale ( XXXV ) combinata 
coll’ equazione y =0 fi polfono ricavare varie altre ef- 
prelfioni di f ridotte in ferie prefiilfimo convergenti: ne 
accenno qui una foia . 


48 Uso del Calcolo Differenziale 

Si faccia * -f- (j> = o, e confeguenterneote % ==s o, 
poiché z è funzione di x-f-(J>: dalla prima di quelle equa- 
zioni fi cava il valore <p — — x, quale foflituito nella 
folira formola generale darli la trasformata 

xAy , x* AAy x' d< r , x* A‘ y - ■ 

y ^ — • q — ec . 0 wero , 

tdx Aax* nAx* ’ 7 


dx 


24 dx* 

% , x •'fy 

mettendo / in luogo di o > y = / — - -f- 


1 dAy 


idx* 


»' d> y 
6dx‘ 


+ 


■ec. 


** A* y 
24d.1t* 

Fingali inoltre che la x, fia quella tale funzione di/ , 
che la y ItelTa nella prima formola fi è fùppofta di x; cioè 
fi feriva x invece di/,/ invece di x, e la trasformata nell’ 

alternata ferie x = x — • 


yAx . y* AAx 

TT ' id>‘ 


/* d‘ x , y* A * x 
I 


6dy’ 


ha?* 


— ec. 

Finalmente, riguardando come collante il differenziale 

dx dp 

dy , perchè tiene il luogo di dx , li faccia — = = 

<7,~- =r,-y^ = r, ec. , fi foflituifcano quefli valori nella 

ferie precedente , e fuppooendo x = / fi eguaglj la / alla 
funzione ultima trasformata; ciò fatto fi avrà f = x — 

fy -f y ry'+ ^ + ec., ferie che 

convergerà affai rapidamente, quando ad x fi foflieuifea un 
fuo valor proflìmo. 

Un efempio renderà più intelligibile 1 ’ applicazione di 
quella ferie . 

Si cerchi una delle radici deir equazione x’ — 4x — * 
14 = o. 


Pollo 
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NELL APPROSSIMAZIONE ALLE RADICI REALI ec. 
Porto x’ — 4* — 14— y fi ha 

dx 

Ty~' 

- 

dy ~ 


4P 


ày = ( 3-»' — 4 ) àx 

, — 6xdx 

àp = 


3** ■ 

6x 


dq ~ T^-4> ’ 


( 9*‘ — — 4 )* 

jfy 

dy 

, __ — ( 2160 *' -f* 1440 *)^* dr 

T ~~ U^Tr ; w7 — 

ec. 


— P 


C=S q 


( 3 ** — 4 )* 

90** -f* *4 

(j*‘ — 4)‘ ~ r 
iféoir' + « 440 » __ 

0*‘ — 4)’ ~ 


Quindi/ = x 


3*y' 


(5»*— 4 )' 


C«s«* 4- 4V 
( 3* 1 — 4 )' 


ec. 


( 90 *’ -f- 6 ox ) >♦ 

( ?** — 4) 7 

Una radice dell’ equazione fla tra 2 , e 3 , ed è mol- 
to più vicina al 3 che al 2, come facilmente può ve- 
derli col porre x = 2, ed x = 3. Dunque, porto x — 3, 

farù>- = i,ed/= 3 — •— — — 3 — o, 04424 

= 2 , *5576, radice che può renderfi ancora più prodi ma 
fpingendo la ferie più avanti foltanto di uno o di due ter- 
mini; ovvero, fe fi vogliono ufare i logaritmi, come fi è 
fatto nel applicazione del i.° metodo , fari fufficiente pren- 
dere per radice proffima 2, 956, e fortituire quella ad x 
nella fteffa ferie, di cui balleranno più pochi termini ad 
avere una radice poco o nulla differente dalla vera. 


G 
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5 ° 

Per efempio , pofto # = 2 , 
L* =0,4707044 
L*‘ = o, 9414088 
L*'= 1 , 4121132 
1 - . 7 = 7,72 71344 
J - ( 3 ^* — 4 ) = i ,34 66210 

L ^7iT7 =^,3805114 
!•/= 15, 4542*88 
1.(3»* — 4)’= 4,0398590 
1 . 3 = = o , 477 “ i 3 

l '(F=b-=‘ 2>3<,J “ 3S 


9 <6 , fi avrà quanto fegue 

*' = 8,73793* 

* =25, 8 29335 

y = 0,005335 

jx ' — 4 = 22, 213808 

— = O, 000240155 

3**— 4 ’ 


J ~~ = 0,000000013 

o, 000240189 
X = 2, 955 - 

Dunque/ = 2,955759811 
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CAPO SESTO. 51 

Del Metodo diretto delle Tangenti. 

JiE Er metodo diretto delle Tangenti s’ intende la manie- 
ra di determinare coll’ ajuto del Calcolo Differenziale la 
Tangente, Sottotangente, Normale, Sottonormale , ed altre 
rette o funzioni per ciafcun punto di una curva conofciuta per 
mezzo di una particolare equazione tra le fue coordinate . 

XLVI. 

PROBLEMA l.° Stabilire le formale generali di varie 
rette , o funzioni in una curva Algebrica AM. (Fig. I.* ) 

Sia primieramente retto 1’ angolo delle coordinate, e 
fiano PM, pm due ordinate alla Curva infinitamente prof- 
fima tra loro. L’ archetto infinitefimo Mm comprefo da 
quelle due ordinate, che per 1 ’ eftrema fua piccolezza può 
riguardarli come una linea retta, fi fupponga prolungato fi- 
no ad incontrar 1’ affé AN in qualche punto T , e dal 
punto M fia condotta la MR parallela ad AN , e la MN 
perpendicolare alla MI. 

Egli è manifello i.° Che MT è tangente , FT fotto- 
tangente , MN normale , PN fottonormale alla curva nel 
punto M , 2 .° Che MR offa Pp è il differenziale dell’ alcif- 
(à AP , mR quello dell’ ordinata PM , ed Mm quello dell’ 
arco AM. Quindi fe fi chiami s la AP , y la PM, ed s 
1’ arco AM , fark MR = dx , mn = dy , ed Mm = ds , 
ovvero, a cagione del triangolo MRm rettangolo in R ì ds 

= dsi’ -f- dy ' . 3. 0 Che effendo fimili per ordine i trian- 

G 2 
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Del Metodo diretto 

«oli >nMR , MTP, PMN dal paragone de’ Iati, che in ef- 
fi fi corrifpondono , fi avranno le feguenti forinole pc’ va- 
lori delle diverfe funzioni a qualunque punto M della 
curva. 

PT = —■ , poiché PT : MP : : MR : mR. 

MT = ~ = -h// ), poiché MT : PM: : Mm : mR. 

PN = , poiché PN:PM::mR:MR. 

MN = ~ ), poiché M2V: MP : : M/w : MR. 

Tang. MTP = , poiché R : Tang. MTP : :PT : MP : 

MR : mR (*) . 

RAx 

Tang. PMT = —, poiché R : Tang. PMT : : MP : PT : : ;«R : 

MR. 

Sia obbliquo 1' angolo A£)M delle coordinate A<^, 
MQj Se da M perpendicolarmente alla A£)_ fi cali MP, 
farà efla il Seno , c Pj^_il Cofeuo del dato angolo AQM. 
Inoltre fia MT tangente alla curva, MN normale, »;/> infi- 
nitamente proflìma a MP , MR parallela ad Ajg_, e fi fac- 
cia AP =#, MP = y . Pe’ triangoli limili MPT, MPAT, 
MRw, fi avranno tutte le forinole precedenti. 

La Curva abbia finalmente le ordinate convergenti ad 
uno ftelfo punto filfo P. Le forinole generali della tangen- 
te , fottotangente , normale , fottonormale , ec. non diffe- 
riranno dalle precedenti , fe non in quanto che la dx vi ef- 
priinerà il differenziale di un arco di circolo , che pafferà 


(*) Il primo termine R di quell’ analogia lignifica Raggio, quale può 
ancora (opporli eguale all'unità. 
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pel punto del contatto M, il cui raggio farà l'ordinata PM 
condotta dal punto P al punto M. Imperocché , alzata la perpen- 
dicolare PT alla MF che incontri la tangente MT in qual- 
che punto T , e condotta la Pm infinitamente proffima 
alla PM, fvanirà 1’ angolo infinitefimo MPm in confronto 
di ciafcuno dei due angoli TPM, TPm , i quali fi porran- 
no conlidérare tra loro eguali. In oltre le col raggio PMe 
centro P verrà delcritto 1’ archetto di circolo MR , que- 
lli farh fenfibilmente parallelo a TP, e fi potrà affumere 
per una linea retta, ed il rriangoletto differenziale MRm 
farà limile al triangolo rettangolo MPT, e confeguentemen- 
te al triangolo MPN determinato dalla normale MN . 
Dunque, chiamando dx l’archetto MR , ed y Y ordinata MP , 
fi avrà come nelle curve riferire all’ alle. 


PT= 


PM.MR ydx 


PN= 


inR 

PM. n,R 


MR 


= — ; MT — 
y 

= ^ ; MN — 

dx 


■ PM. M m 
mR 

PM. M m 
MR 


= {;*(* + &). 


Per far ufo di tutte quelle formole generali nella ricerca 
delle varie funzioni, che competono a ciafcun punto di una 
data curva, fi diffcrenzj 1’ equazione della curva, affine di 
avere il valore di dx dato per y c dy , oppure quello di 
dy dato per x e dx , e fi foflituifca quello valore nella for. 
mola generale, che rapprefenta la cercata funzione. Ciò fat- 
to nella trasformata formola fi avrà il valore della fleffa 
cercata funzione in termini finiti ed allatto libero da ogni 
quantità differenziale. Quello s’ intenderà parimenti per tut- 
te le altre formole, che verremmo efponendo . 

Se il punto della curva, per cui vuolfi la cercata fun- 
zione, farà dato rifpetto alla linea delle afeiffe e delle or- 
dinate, in luogo delle variabili x , y fi potranno lòllituire 
i valori, che effe hanno nel dato punto . 
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Del Metodo diretto 


XLVJI. 


PROBLEMA l.° Determinare tutte le fuzioni del pro- 
blema precedente in ciafcuna delle quattro Sezioni Coniche 

ordinarie data la loro equazione y l ~ px f — . (*) 

Da quell’ equazione fi ha y = ( px — -) T , e diffe- 

renziando dy = -j-( px if ”^ T “' . ( pdx^~ ) = 

(ap 2 px ) dx 


( _^Yr 

\P*+- a ) 

(ap^ 2 px )» d x * 


2 a 

d/= 


dy 

ap+- 2 px 

dx 

24 

(px^^l)T 


v a J 

za j 

'px^EL\T 

dx ; 

< a / 


dy 


*P *■ *P* 

e foftituendo quelli valori nelle formole generali del problema 
precedente fi avrà 

PT = ^=(^^)--W'' 


ax xx 


zxp 


(*) Il Segno — è per 1 ’EHilTi, il •+■ per l’Iperbola. Il Circolo è un 
EUifli in cui p =3 a, e la Parabola è pure un EllilTi in cui 1 ’ affé a è infini- 
to. Cosi l’equazione all’Elliffi è y % =/>* — p ~ .quella all’ Iperbole = 
p X ^__£fL, quella al Circolo f — ax — xx, e quella alla Parabola y' = 

4 

px, poiché, offendo 0 infinita , ~ fvanifee in confronto di px. 
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MT ss -^VtJS+dy) ss 


2a(p^ P ~) i/(*+122» 'JL*L\ 

7^-,-^r ( *(»**)) 

=■ ffr /'(♦ + $===)• 


PN=’4- = ' 

dx 


ap — ipx 


-(«=■) 






,= • (, «'(*T=y 


= ■+£==£,) 


Tang. MTP =£r = 


ttP - 4 - 2 />X 


Tang. KKT = £ = 


r) 


tpz+ìpx 

xliii. 


Corollario . Le formole delle fteffe funzioni per 
l’Elliffi , e per l’ Iperbola non differifcono che in alcuni fe- 
gni, cioè dove il fegno è doppio, il fuperiore ferve per 
l’Eliffi, e 1’ inferiore per l’ Iperbola. 

Il Circolo è un Elidi, in cui gli affi coniugati ed il 
parametro fono tra loro eguali: dunque pollo />=* > dalle 
medefime forinole all’ Ellìffi fi avrk 
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Dzc Metodo diretto 

ax — x- . __ ax 

- , MT = - 

x 7 a 


PT = f MT 

a x 

% 

a V* ( a 1 — x 1 ) 


-'V( 4 +^) 

— ìx V 4«x— x* / 


PN =+ a —x, MN = ( ** — ## ) * W i -f ( 4 ) 

* ’ ' ' N 4 (*x— xx) / 

= T^= Raggio, 


Taog. MTP = — — , Tang. ?MT ss — — — — • 

La Parabola è ella pure un’ Ellifli , in cui a è quan- 
tità infinita!- Dunque nelle forinole all’ Elidi , trafcurate 
tutte le quantità finite che fi trovano o congiunte con a 3 
o divife per a, fi avranno le medefime forinole ridotte alla 

Parabola; cioè 

PT = ~ = 2 X3 MT=^Y (4+~)=(4**+P*)> 
PN—-Lp , MN= {px )T/( I -f.^1 ) — v(px +TP‘), 
Tang. MTP=^ = fv-(-C),Tang.fAfT=^ÌL 

XLIX. 

PROBLEMA 3. 0 Determinare tutte le funzioni del 1 ° 
problema in ciafcuna delle 4 . Sezioni Coniche di ogni ordì- 

j 1 1 • x-f-w m np 

ne data la loro generale equazione y = x (aTp) “ • 

i 

Da quella equazione fi ha^ x™ .a ■ f #” • = 
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« e differenziando farà dy = 


■ + V p + » 


m m-^-n 
X 


m -f-n 


v» + Y P \ m +* , -r 

(-T-) (.v) ^ 


_!1_*’” + Y, r/ + " /’ir + " Ju _ 

?«-f« V ~ y 


(tT”*-' 


I / m ~ n p \m-\-ny m _ n \ . 

-~(x •*¥* . — ) ( — T — )dx — 

OT-f-wV, a J \ x a+-xj 


— -r-f* .«f*. ) T { — )</#. 

n; -j- »v a j \ ax xx y 

E foftituendo quello valore nelle lolite forinole generali avraflì 

p.p HV (»> + «).( «x T- xx ) 

dy >» .(aZ^Zx) ux 

MT— — \f(dx' + dy') = 

dy 

(m+*X‘x+**) / , _« _( -r- _£ ~ V ) 

\ X (bi+b)» \ ^ a ) V ax^xx / / • 


r__ ydy_ 

dx 


pn= c?- ts -4- (V 

ra-f» \ j / V 


m . a x . x 

ax ZZ xx 


) 


iV.V=£-V(*‘+ rf/) — 


w ^ « /> V-f-*. f . I » / rn ~zrn a ^ m + „/m.a+.x- h«\‘ I 

* •‘**" 7,1 •*** 7) i~^r) / 

\ 

I 

lang. M 7 > = A = 

W* ^ a / \ MX+-XX / 


H 
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Tang. PMT = ~ 


Del Metodo difetto 

( w -f- » ) ( •* +- ** ) 




m . a x -h nx 


> 


L. 


Corollario. Fano »; ed » eguale all’ uniti, l’equa- 
zione fi riduce alle curve coniche ordinarie , e tutte le fun- 
zioni ritrovate riduconfi a quelle del problema precedente. 

LI. , 

PROBLEMA 4.* Da un punto T dato nell' affé di una 
curva algebrica condurre alla Jìejfa una tangente. 

La curva fia una delle 4 . fezioni coniche ordinarie . 

Soluzione. Dal nura. XLVJI. fi ha PT = , e 

-pj +- X 

fatta la quantità data AT — b , Tara AP = ~~zr~ ~ b • 

J-a-+ x 
% 

Ma AP =z u : dunque x — b , e togliendo le fra- 

-j-a 4 - x 

• • • • db 

zioni, ed eliminando la x fari x , offia AP— -, In p 

a + ib 

perpendicolarmente all’ alfe fi alzi l’ordinata PM y e fi tiri 
A1T, che fari la tangente cercata. 

LR 

Corollario. Nell' Iperbola, fatto b = •£- a ,fi ha AP 
= ; Cioè la tangente condotta dal centro, e 

la fottotangnente , che vi corrifpondono , fono infinite. 


Digitized by Google 


delle Tangenti. 


5 9 


lui. 


PROBLEMA 5-° Sopra t affé prolungato di una curva 
( Fig. 1.* ) dato un punto D , ed in cffo alzata la perpen- 
dicolare DV allo (leffo affé , da un punto V dato in quefla 
retta condurre una tangente alla curva. 

Sia quella curva una parabola ordinaria . 

Soluzione . Si chiami b la AD , c la DV. Sarà DT 
= PT — * — b = * — b , poiehè (XLVIII) PT 
= ix. Ma per la fomiglianza dei triangoli VDT , MDT 


fi 


, DI'. PT 

ha DT = —— 


2 CX 



Dunque * — b = — - 

vr 7*~ 

x-2 bx -f- bb = - ■■ ■ *- 
P 

e riducendo 1 ’ equazione , e liberando la x fi avrà 

• = * + - 7 - ± i/(b + ~y - r 

Dunque la retta, che paflerà per i due punti T, V ì farà 
tangente alla curva. 

LIV. 

PROBLEMA 6? Nel perimetro di una Curva , in cui le 
coordinate formano un angolo retto , cercare un punto , dal 
quale fi poffa condurre 'una tangente , che formi , ocoll ’ afeiffa 
0 coll' ordinata corri f pendente un dato angolo . 

Sia la curva una delle lezioni coniche ordinarie , e fi 

H 2 
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chiami t la tangente del dato angolo i.° Se quell angolo 

è formato dalla tangente alla curva coll’ afciffa corri fpon- 

dente , prolungata fe abbifogna , far'a t = — = 


ap px 


—, e liberando la * da quell’ equazione fi 

troverà * ea ± + (t±^ ) 

2,* Se il dato angolo è formato dalla tangente alla curva 

coll* ordinata , fari t ss - p _ px ,ed# — 

+ «»>» L ,/( —r*' « 

P‘‘ =t*> V \ P‘ l — ■V K P''±- 4* * J 


LV. 

Corollario . Nella parabola fi ha dunque pel 

i ° cafo t = — = — — , ed * =-~ ; c pel 2.* cafo 

i. caio t — dx jV r— » 4/ 1 » f 

f ~ — =3 ^^-.ed* = — . In ciafcun cafo pi, fuppolla 

dy p 4 

la tangente t eguale al raggio del fuo circolo , olfia = 1 , 

fi ha * = — p ; cioè la tangente alla curva che forma 
4 

o coll’ affé, o coll’ ordinata un angolo femiretto parte dall’ 
e (tremitìi dell’ ordinata , che paffa pel foco della para- 
bob . 
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LVI. 

PROBLEMA 7.* Determinare la / 'ottotangente nella Ioga • 
ritmica . 

La logaritmica è una Curva Xf ( Fig. 2.* ) di tale pro- 
prietà che fatta origine in qualunque punto A del di lei 
alfe MN , e fopra di quello prefe delle Afciffe AP , AQ, 
AR , ec. in ferie aritmetica, le ordinate corrilpondcnti 
PB , j^C, RD , ec. fono in ferie geometrica, cioè quelle 
afciffe fono i logaritmi di quelle ordinate . Se per efempio 
fi chiami x alcuna delle afciffe AP , ed y 1 ’ ordinata cor- 
rilpondente PB , far'a x — ly, ovvero x = A 1 . y } indi- 
cando per A il modulo del fillema logaritmico rappre- 
fentaro dalla curva . Dunque, differenziando quell’equazione, 

li avrà dx = dii c ZÌI— A—PT, Cioè la fottorangente 

y dy 

nella logaritmica è una quantità collante, cd eguale al mo- 
-!ulo del fillema da effa rapprefentato . 

LVII. 

Corollario. Nella Logaritmica , che rapprefenta il fi- 
llema dei logaritmi iperbolici, il modulo, offa la fottan- 
gente è eguale all’ ordinata , che paffa per 1’ origine delle 
afciffe ; poiché in quello punto fi hax = o , ma o = 1. 1 : 
dunque y — 1 = A = PT . E nel fillema dei logarit- 
mi tabulari , il modulo , e la fottotangente fono eguali alla 
frazione 0,4343032, cioè alla parte 0,4343032 dell’ 
ordinata, che paffa per i’ origine delle afciffe. 
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LVIII. 

PROBLEMA 8°. Determinare il valore della fottangente 
nella Spirale . 

La Spirale è una curva deferitta da un punto C, 
( Figura 4.*) il quale, partendo dal centro di un cir- 
colo, percorre uniformemente il fuo raggio CA , nel tempo 
fleffo che quello raggio compifce-con moto equabile un 
intera rivoluzione intorno al fuo centro . II punto C alla 
fine del moto fi trova all’ altra eflremità A del raggio, e 
prolungato quello al di Ih del circolo , e continuati i due 
moti, alla fine della feconda rivoluzione del raggio fi ha 
una feconda rivoluzione fpirale; alla fine della terza rivo- 
luzione del raggio fi ha una terza rivoluzione di fpira, e 
cosi di feguito . La fpirale ha tanti giri , quanti ne ha fat- 
ti il raggio intorno al centro. Archimede é fiato 1’ inven- 
tore di quella curva . 

Per 1 uniformici dei moti , gli Ipazj tralcorfi dal pun- 
to C fopra il raggio AC devono eflere proporzionali agli 
fpazj, od archi circolari delcritti nei medefimi tempi dal raggio 
ftefl'o . Dunque far» CM :CA:: Are. ABN: Are. ABNA , e 
fatto CM=jr, AC — a y Are. ABN=x , ed Are. ABNA 
= c, làrh 

? == 1 equazione alla Spirale nella prima rivoluzione 

del raggio . 

y = a -1 — la fiella equazione nella feconda rivoluzione , 

poiché x diventa c -f- # • 

y = za -f l’ equazione nella terza rivoluzione , ec. 
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Differenziando adunque quell’ equazione fi avrà 
d — a ^ X 


Quindi ~ — ~ • ~ = * • Dunque nella Ipirale 

d’ Archimede la fottotangente è eguale all’ alciffa x , cioè 
all’ arco circolare intercetto dai raggi ; che racchiudono 1’ ar- 
co corri fponden te della curva ed arrivato il raggio CN 
alla Tua prima pofizione CA , la fottotangente nel punto A 
della curva farà eguale all’ intera periferia del circolo 
ANBA. 

Nelle lpirali di tutti i generi, la di cui equazione ge- 


m » 

max 


nerale è y — , fi avrà PT = 


n n 

me y 

m n — i 
na x 


formola che fi ridurrà alla precedente nel cafo di >» = »==: i. 


Problema p.° Determinare il valore della fottangente 
nella ^uadratrice . 

Sia AC il raggio (Fig. 4.*), C il centro, AD la tan- 
gente in A al quarto circolo AEB . Si intenda il raggio 
AC aggirarfi equabilmente intorno al fuo centro per tutto 
il quadrante AEB , e nello Hello tempo muoverli la tan- 
gente AD con moto uniforme e parallelo da A verfo C, 
di modo , che quando il raggio AC fia giunto alla pofizio- 
ne perpendicolare BC , la AD cada fopra BC . La curva 
AMB delcritta dal punto M di continua interfecazione 
del raggio colla tangente fi chiama Quadratricc . 
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la quella curva eflendo uniformi i moti fatti in egual tempo 
dalla AD fopra AC, e dal raggio AC intorno al centro C , gli 
fpazj trafcorfi in due diverfi tempi dalla AD fopra il raggio AC 
faranno proporzionali agli archi defcritti nei medefimi tem- 
pi dallo fteffo raggio nel quadrante; e però chiamando * lo 
fpazio AP , z l’arco di circolo AE , y 1’ ordinata MP , a 
il raggio AC , e c il quadrante AEB fi avrà * : z : : a : c y 

onde * = — . Ma pe’ triangoli fimili CPM , CAD , 

a 

CP:PM::AC:AD— T&n&AE, offia* — * :y ::a : Tang.z* 

Dunque farà y = Tang. * = ( — — ^.Tang. — — 

T equazione a quella curva, in cui le afciffe verranno com- 
putate dall’ origine A. Che fe le afcifle fi prenderanno dal 

centro, fatto PC = #, farà invece 1’ equazione y = 


— .Tang. = -^-Cot.-^-, quale differenziata darà 

_ / ex \ dx cxdx 

dy = Cot. ( ) . 

J ' ^Sin.‘ (“ ) 

Qjiindi ^T=— ^-= — -- . Cot. (--) + 

; fottangente , e CT = Cj9 -}- ,QT = y 


a a 


ex* 

+ jor = — . 

^‘(tO 

Si adopera la forinola — ~~ invece della lolita > 

perchè in quella curva la fottangente fi prende nella linea 
CB delle ordinate, e non fu quella delle afcilfe, e la 


/ 
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tangente MT va ad incontrare la CB dalla parte oppofta 
rilpetto al vertice A . 

LX. 

c 

Corollario i.° Se * = a fari CT = — - — r — 

Sm. 1 90 

— —c , fuppofto il raggio eguale all’ unità . 

LXI. 

Corollario 2. 0 Sopra AC prolungato verfo N, fi 
prenda AN = AC, in N al dillotto di AN fi meni T in- 
definita perpendicolare NR , e verfo quella parte fia prolun. 
gata la curva Am. Sarà NR aftintoto al ramo della curva 
Am, cioè NR non toccherà la curva che in un punto in- 
finitamente lontano dalla fua origine^: mentre nella pri- 
ma equazione farro * = AN — — a , farà y = 

— 2 Tang. c. = — 2 Tang.po.% che è quantità infinita ; 

lxii. 

Problema io.° Siano AN , AM ( Fig. 5*) due curve 
Algebriche riferite ad uno ftcffo affé AQ. Sia conofciuta 
f equazione della prima AN, ed il rapporto delle ordinate 
PM alla feconda colle corrifpondenti coordinate AP , PN al- 
la prima curva; determinare il valore della fottangente MT 
per un punto qualunque M della curva AM. 

Sia pm infinitamente proliima alla PM, e fiano MR , NS 
parallele all’ alfe AQ_. Si faccia AP — x, PN=zy , PM 
z , MR = NS = Pp ,= dx , nS = dy , mR = dz , e fi 
fupponga la tangente cercata TM al punto M delia curva 

I 
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AM. Per la fimiglianza dei triangoli TPM } MRm y fiavr^ 
mR : MR : : MP : PT , cioè dz:dx::z:PT = ^ . 


Se per efempio fi fupponga, che la curva AN fia una 
parabola ordinaria, e che ciafcuna ordinata PM della curva 
AM fia media proporzionale tra 1’ afcifla corrifponJenre AP 
e 1’ ordinata PN di quella parabola, farà 


e foftituendo quelli valori nella forinola precedente avralfi 


PT — 


àpP xy . i V x y 
yilx -f- xdy 


2xydx 

/ilx -f- xdy 


2x V px . dx 

V~j7.dx + xpd /_ 

1 V px 



Dunque per condurre la tangente ad un dato punto M 
della curva AM , fi dovrà abbaffare 1’ ordinata MP all’ 
alle A£K, c prendere la fottotangente PT eguale ai dell’ 
afcitfa AP y cioè AT = -J- AP. 


LXIII. 

Problema ri. 0 Le tre curve AO , AN , AM (Fig. 6.) 
hanno di comune il vertice A , e f ajfe AP : le prime due 
fono conofctute , e la terza AM c tale , che ciafcuna dì lei 
ordinata PM è una data funzione delle due ordinate corrif- 
pondenti PO , PN alle altre due curve: determinare la fot- 
tangente MT per ciafcitn punto M della curva AM . 

Si chiami y 1’ ordinata PO alla prima curva , z 1’ or- 
dinata PN alla feconda , v 1’ ordinata PM alla terza , ed 
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x la comune afcifTa AP. Si concepifcano l’ infinitamente 
proffima pm y le OS , NR, parallele all’ alfe AQ_ y e 
le fottangenti PZ y PV y MT nelle tre curve corrifpondenti 
all’ afciffa AP . La prima PZ fi faccia = a y e la fecondi 
PV = A, perchè amendue conofciute. Sari oS = dy y nR 
= chi , dv y iWj^ = NR = OS = </x. Quindi 

dai due triangoli fimili OPZ , OSo , fi avri OP : PZ : : oS : OS 

offia y : a : : dy : 05= — 
dai due altri triangoli NPV y NR,? y NP : PV :: nR : RN 

offia z:A::d*:P2V= — 


Ed eguagliando i valori fari •— = ei«= 

Ma i due triangoli fimili MPT y M£)m y danno 

i»4> : M& : : MP : PT. 

rA r \ -n-r- MP . MQ vdx avdy . 

Dunque fara PT = — = —— = — ■ — , valore 

1 mQ, dv ydv 

facile a liberarli dalle variabili y y v y qualora in luogo di 
v y e dv fi foftituifcano i loro valori dati per y y e z. 

• • 

Sia v terza proporzionale a y , e z. Sari v — — , e dv — 

2zydz ~~ ~ ** dy • • 

— — 1 : — , ovvero foflituendo a dz. il fuo valore , 

>* 

far!, dv -- . Quindi PT . 

4 >‘ , > 

May ùyz* ab 

y 2 az x dy — — bz l dy za—~b 

Se l’ordinata MT foffe invece media tra OP.ed NP 

’ > 

come nella Fig. 7 . , avrebbefi PT = — E fe in quefi, 

ipotefi la curva AN avelie un altra origine B nell’ affé 
fuori del punto A y ed al di li di P, come nella Fig. 8 ., fini- 
nuendofi l’ordinata NP al crefcerc di PO, il differenziale 

I 2 


V 

dv 
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dx farebbe negativo , e la forinola della fottangente 

farebbe y“ b ~ . Se AO , BN foflero due rette , e PM me- 

dia tra OP, e PN , (Fig. p, e io), la curva AM farebbe 
una delle 4 fezioni coniche ordinarie . Poiché , chiamando 
m il feno,e»il cofeno dell’angolo OAP , q il feno, crii 
cofeno dell’ angolo NBP , 2 a 1 ’ affé AB , * 1 ’ afcilfa AP , 
nel triangolo rettangolo APO li avrebbe n\m :: AP:PO y 

oflìa » : m : : x : y — —, 

n 

e nel triangolo NBP , r:^:: BP:PN y cioè r: ^ ::(2<* F*):z 
= (2 /» T*); il fegno fuperiore è per la figura 5), e 
l’inferiore per la fig. io. Dunque moltiplicando farebbe yx 
offìa w = — - (2/rxF x #)j e facendo — — = rifui- 

»r ' ' wr a 1 

. A* 

terebbe l’equazione alle fezioni coniche vo = — ( 2/rx fxx) . 

LXIV. 

Problema 12.° Le due curve AM y BN (Fig. 1 1 ) fieno 
ri ferite ad uno jleffo foco P y e fi conofca la prima AM y la 
fua fottangente PG per ciafcun punto M y e la cojìante re- 
laxione delle corri /fondenti ordinate PM y PN nelle due cur- 
ve ; condurre la tangente NT ad un qualunque punto N del- 
la curva BN y cioè determinare ih valore della fott ungente 
PT allo fleffo punto. 

Fatto centro al foco P co due raggi PM y PN fi de- 
ferivano i due archetti infinitefimi MR , NS y e fi condu- 
ca la Pn infinitamente proffima alla PN. Si chiami z 
1 \ ordinata PN , y la PM, e p la fottangente PG. 
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Dal due triangoli rettangoli MPG y MRm , in cui gli 
angoli PMZ ì , MmR fono fenlibilmente eguali fi ha 

ftdv 

PM : PG : : mR : MR , odia y : p : : dy : MR = y 

Dai due fettori MPR y NPS fi ha pure PM: PN:: MR : NS 

• » pdy «rr vy-fy 
y y* 

.... nS: NS::PN :PT 

oflia iz:^r..:PT=^ 

Se fi fuppone Ì 17 JV = wu = a , cioè che la prozione d’or- 
dinata MJV comprefa traile due curve AM y BN fia cofian- 
te ed eguale ad a y fi avrà * = y-\-a y e quindi dz—dy t 

pz' 


e dai triangoli NPT y NSn 


e PT = 




Per condurre quella fottangente fi tiri NF parallela a MG , 
la diagonale MF , e la NT parallela a MF . Sarà NT 
tangente, e PT fottangente al punto M della curva BN ; 
poiché i due triangoli limili PMG , PNF daranno PM' 

PG : : PN.PF = = — » e gli altri due PMF i 


PNT y PM:PF::PN:PT=?p. 

Se AM invece di curva fofle linea retta , BN farebbe una 
curva detta comunemente Concoide • L’ inventore di quella 
curva è fiato Nicomede. 


LXV. 

Problema 13. 0 Delle due Curve CQD y AMC (Fig.12.) 
riferite ad uno fieffo affé AD l' una fia algebrica , <r /’ altra 
trafcendente da un punto qualunque M di quefia fia condotta 
MP perpendicolare al comun affé CD t che incontri ^ 
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I' altra curva. V equazione alla curva algebrica fi a efiprejfa 
da una relazione qualunque traile due coordinate CP , PJ$K, 
e quelle alla curva trafcendcnte AMC da un altra qualun- 
que relazione tra 1' arco CQ, e l’ ordinata condurre 

al punto M di quefia curva una tangente . 

In due modi fi può condurre quefia tangente i.° col 
ricercare il punto V y in cui efla tangente deve incontrar 
1* affé CD; 2 .“ col fupporre condotta al punto corrifponden- 
te della curva CD£>_ la tangente QZ. , e determinare 
fopra di efla il punto d’ incontro T. 

La foluzione del problema riducefi adunque a faper 
determinare il valore della fottangente, che compete al pun- 
to M prelà o fopra il comun alfe CD, 0 fopra la fuppo- 
fia tangente j QZ . 

Sia mp infinitamente proflìma all’ ordinata MP , fiano 
MS y parallele a CD, ed MR parallela a QZ , olfia 
all’ archetto Qq. 

Si faccia CP = #, PQ==y y MP = z y Mfi)j=.v y 
ed Are. CQ—s . 

Sara MS — Pp dx , RS — — qW =: dy , mS dz , 
MR za= j Qq = ds y mR = dv. I triangoli limili mSM , 

MPV daranno mS : MS : : MP : PV=. ;1 — — ìil e j 

toS dz * " 

altri mR M y m GT y mR:MQ:\MR:QTz= ~ 2* . 

mR dv 

Se in ciafcuna di que due formule fi fofiitui ranno j 
differenziali delle variabili , che Hanno nelle equazioni 
delle due curve Cj^D, AMC y fi avrà in termini finiti ij 
valore della fettangeute alla curva AMC . 

La curva AMCB fia a cagione d’ efempio una cicloi- 
de generata dalla rotazione del circolo CQD fopra la retta 
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AB. Al principio del moto del circolo genitore fi fuppo- 
ne, che un punto della fua periferia ftia in qualche punto A 
della retta AB , e che in feguito, arrotolandoci quello cir- 
colo fopra la AB da A verfo B , il punto A fegni fui pia- 
no la traccia del fuo moto, il quale fi continui, finché il 
punto A ritorni fulla linea AB . La traccia offa curva 
AMCB -è la Cicloide generata. Quella cicloide dicefi ordinaria 
fe il circolo non ha altro moto che quello della fua rotazione 
fopra la AB , allungata fe il circolo ha ancora un moto parti- 
colare di traslazione nel fenfo del i.° moro, accorciata fe quello 
2. e moto del circolo fi fa in fenfo contrario a quello di rotazione. 

La porzione AB determinata dai due proflìmi contati del 
punto genitore fulla AB fi chiama hafc , il punto C della 
curva più lontano dalla AB vertice , la perpendicolare CD 
abballata dal punto C fulla AB Afe della Cicloide. 

Dalla deferizione di quella curva fi ha i.° che nell’ 
ordinaria cicloide la bafe AB è eguale alla periferia del 
circolo genitore, nell’ allungata è maggiore della llelfa ba- 
fe , e nell’ accorciata è minore. 2. 0 Che, fuppollo equabile il 
moto di traslazione, ciafcun ordinata M^ y ed il fuo arco 
corrifpondente C^_ debbono avere una ragione- collante , ed 
eguale a quella della bafe AB e del circolo Cj^DC; men- 
tre, fuppollo il circolo in EMF , e condotte le corde ME , 
6}D , quelle faranno eguali , e parallele, effendo eguali gli 
archi ME ,6)0 da effe fottefi,e però far'a ancora M(j)_=z 
ED y ed ME = Cj^_. Ma AD = -j- AB , e corrifponde 
alla metà del circolo, e per 1’ indole della curva AE : 
Are. ME:: AD : Are. EMF : : ED : Are. MF. Dunque la pe- 
riferia dell’ intero circolo llarà alla bafe della cicloide, come 
l’arco MF a ED , offa come 1’ arco QC a MQ. 3.°Quin- 
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di farà M £)-==. ’ ^^òq^ ì ovvero , chiamando n la bafe AB , 
e Ma periferia del circolo CQDOC , farà, v sss , e 
differenziando dv = ~ . 

Ora per ufare la prima formola PV — 1* ha </i> = 

mR ssz rnS — RS — dz — dy = 1 ^-, onde dz =: — -\~dy t ina ds 

O D 


s= V ( </#*+ e per la proprietà del circolo y =■ 

, x . rdx xdx . r* dx x — 2rxdx l -f- xb dx l 

V^(2r*-*x),^=— — -,e ^ = 2 T^=- ' 

Dunque farà ir = — — -, da. = r— p— T "f* 

* V/( irx—xx ) 7 zrx —xx ) 

rdx — xdx srdx -f- brdx — jPf' — • ^ C 2rar “ ** ) 

V^(lr* — x* ) Z'V' ( irx xx ) *** 

bz\y( 2rx — xx) 


a.dx -J- brdx — — bxdx 


tr -f- br bx 

Se la cicloide è ordinaria , in cui a — 6, farà PV =■ 
'quello valore gettato in analogfa darà 2 r — ■ x: 


V(z rx — PV, ovvero 2 r — x : y : : ; ma nel circolo 

2r — x :y.:y.x. Dunque^ PV: cioè la fottangente farà una 

quarta proporzionale all’ordinata dei circolo geni tore, all’ a- 
feiffa comune ai circolo ed alla curva, ed all’’ ordinata della 
curva fteffà; e per la fimilianaa de’ triangoli PQC , PMV la 
tangente MV dovrà effere ancora paralleki alla corda C£K 
Dunque f>er condurre quella tangente fi tirerà la corda Cjgj 
e del punto M fi condurrà la parallela MV a quella corda. 

Per la feconda formola jf9T= , furrogari i valori di 
v, e dv fi avrà immediatamente =s a -^~ . = s . 

Cioè nella cicloide la fottangente è eguale aH’afdlTa curvi. 

linea, 
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vilinea , odia all’arco di circolo £)C , e fe la cicloide farli 
l’ordinaria, la delTa fottangente farà ancora eguale all’ or- 
dinata Dunque in quello calo per condurre una tan- 

gente alla curva baderà prendere fopra la QZ la parte 
jt?T 'f= , ed unire i punti M , T colla retta 

MT. 


LXVI. 


Una curva dicefi avere un aflintoto allora clic, avendo 
qualche ramo infinito la tangente, che fi fuppone condotta 
all’ edremità di quedo ramo, incontra o l’ alfe delle afcif- 
fe, o quello delle ordinate ad una didanza finita dal ver- 
tice , e 1 ’ alfintoto è quella tangente infinita. 

Tra gli afiìntoti alle curve alcuni fono paralleli alla 
linea delle alòide , altri a quella delle ordinate , ed altri for- 
mano un angolo determinato 0 coll’ alfe principale , o colie 
ordinate. A determinare la pofizione de’ primi è necelfario 
fupporre #, ovvero — * infinita, dy infinitamente piccola 
rifpetto a die, ed inoltre che y abbia un valore finito , op- 
pure = o. Se y ha un valore finito a , la linea parallela 
all’ alfe delle afcilfe, e didante da qued’ alfe della quantità 
a , farà un alfintoto . Se y ~ o , farà a - — ~ o , e 1 ’ affé 
deifo farà alfintoto alla curva . 

Similmente per determinare la pofizione di un alfintoto 
parallelo alle ordinate fi dee fupporre ±y infinita, d» infini- 
tamente piccola rifpetto a dy > e che # abbia un valore 
finito, ovvero = o. 

Dunque nella prima ipoteii dell’ alfintoto parallelo alla 
linea delle afeiflè fi farà = 00 , ovvero — — o % e 

dy 1 da ■ 7 

K 
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nella fuppofiziom; dell’ aflìntoto parallelo alle ordinate fi 

farli invece •— = o , ovvero = oo • 

Per una curva il cui asintoto -deve fare un angolo de- 
terminato coll’ arte principale, o colle ordinate, come fuc- 
cede nell’ iperbola , fuppofU * infinita , fi cercherà il valore 
della fottangente PT , e da quella fi fottrarrà l’afciffa x. Il re- 
fiduo Tara il valore dell’ intercetta AT (Fig.i 3.) comprefa tra 
1 ’ origine W della curva e l’ aflìntoto TM, e quindi condotta da 
A perpendicolarmente all’ affé la retta AB, fi cercherà il valore 
della AB , per la cui eftremità B dovrà paffare l’ aflìntoto. 

X.XVIT. 

PROBLEMA T4. 0 Ef aminare fe una data curva abbia 
qualche aflìntoto, e qualora t abbia, determinarne la pozione* 

Traile fezionì coniche 1 ’ Elliffi ed il Circolo non han- 
no aflìntoto, perchè hanno rami finiti. 

La Parabola ha bensì i rami indefiniti, ma la tangen- 
te condotta dall’ effremit'a della curva và ad incontrare l’af- 
Je ad una dfftanza infinita dal vertice, mentre in quella 
curva fi ha PT= 7x,zd AT~ix — x=x, e polla infini- 
ta l’ afciffa X farà AT c= o©< Dunque quella curva non 
ha allintoti . 

Nell’ iperbola , prefa 1 ’ equazione riferita al parametro 
>• = ( + e a cagione dell’ aflìntoto fupponendo 

X =3 00, farà y = xj/ poiché px fvanìfce in confronto 

di — ,e differenziando fiavràd>=dx c 

quantità che non può fupporfi infinita, ovvero eguale a zer# 
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per eflere a e p quantici finite . Dunque- la curva non ha 
verun aflintoto parallelo alle a/cifle r od alle ordinate. Ma 
fupponendo che 1’ aflintoto faccia coll’ afle principale un 

gualche angolo ,, fari ^ valore della tangente 

di quell’ angolo, e quello di AT y il' qual valore * 

-*±* 


polla * infinita, fii ridurri a - =.— a.. 

■ ' x 2 

Dunque 1 ’ aflintoto dovri paflare pel centro della cur- 
va , cioè per la meti. delL’ afle principale . 

All’ origine delia curva- (Fig. 1 3.) fi alzi AB perpendi- 
colare all’ afle AP . Nel tria ngolo rettangolo ATB fi avri 


CoC.T :Sia.T ::AT:AB=z 


Sin. T 


Sia.T 


; =Tang.T 


Coli' AT > ma co r.r 

= j / ed AT = a. Dunque AB — ~^ a j = 

’ dnoltre^ chiamando A 1’ alfe conjugato , il quale , 

come conila dalle fezioni' coniche ,. è una media proporzio- 
nale, tra 1’ alfe principale , ed il parametro , fari 

A = * 7 / af > e quindi AB £=-l- A. Dunque la retta TM , 

che pafleri pef centro T , e per 1 ’ ellremiti B della AB 
perpendicolare nell’ origine ^ all’ affé principale , ed eguale 
al fèmiafle minore, fari aflintoto all’ iperbola.- 
Sia la curva dell’ equazione (y—~a)x = a 6 . 
Differenziando fi trova ydx.+ydy — adx — o^ 

éìy a ■»— y dx . . 

— — — , e — Nella fuppofiziooe dell’ aflin ra- 

to parallelo alle afciffe fi ha =s o,cioè ss o, dal 


K 2 
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che fi ricava y — a. Dunque in qualche punto A dell’ affi 
AB della curva (Fig. 14.) alzata la perpendicolare AD— a, 
e da D condotta parallelamente allo Iteflo affé la DG, farli 
quella un alfintoto. Parimenti nel cafo dell’ alfintoto pa- 

rallelo alle ordinate fi ha ^ = o , e quindi 

x == o ; cioè 1 ’ alfintoto partirà dall’ origine A delle alcif- 
fe, e farà l’indefinita AC normale in A all’ alfe AB . 


Sia la curva dell’ equazione y m =x" + a" ”x” , e li 
cerchi in effa la pofizione dell’ alfintoto inclinato all’ alfe. 
Differenziando 1 ’ equazione , e i’oliituendo il valore di 


nella formola della fottangente fi trova r — = 


my 


w/— I - nj 
mx -f- na 


— ■ rimettendo il valore di y ™ == 


X 

m , fn — n n . , w — m 

mx -f-ma x ydx , (m — n)a x 


ni — 1 , m- 
mx -f- na x 


+ m — n n — -i 
na x 


x , . ydx \ (1 

, laonde 7-* —x— 

Nel cafo dell’ alfintoto inclinato all’ alfe, fuppolla * 
infinita , fe m — i < n , 1 farà infinitamente piccola 

rifpetto ad x” -1 , e la formola fi ridurrà a ^ 


n — i 


— - — . * = oo. Dunque non vi làrà alfintoto nella curva.' 
Se »» — i = », *” 1 fvanirk dal denominatore della for- 

, V m — » n ■ 

mola , quella diventerà — — — — = — , e vi fa- 

1 w— i m ' 

mx 

*rà alfintoto nella curva. 
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Finalmente km— 1 > » il numeratore farfc infini, 
tamente piccolo rilpetto al denominatore) cioè la formola 
potrà fupporfi = o, e 1' aflìntoto alla curva avrk 1’ origine 
comune colle afciffe. 
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CAPO. SETTIMO. 

Pella Frazioni; £ , e delie Tangenti 

Al. PUNTI MOLTIPLI DELLE CURVE .. 

LX.VIII.. 


Ni 


EH’Analifi degli infinitamente piccoli, non meno che- 
Algebra finita fi danno certe forinole fcritte a modo di 
frazione , le quali fatte, certe, foftituzioni , fi. riducono 


a La frazione * ne porge un. efempio, qualora 

a a 

fi foftituifca a in luogo, di x ; poiché eflà. fi riduce a 


m m 

- — — , cioè a SL . Quale farà. adunque il. valore di JL. 

n M O, ° 

a 

p. 

Per procedere con qualche generalità fia— una. frazio* 
ne, in cui, cffendo. P, j^due diverfe funzioni di x , fatto 
x = fi abbia 

Si differenzj a parte ciafcun termine della funzione, e 
fia. dP =,E' dx y e dQ=.^dx y efTendo P ' , due 

altre funzioni di x: farà ~ = - ^;v =- ~pr. In P', ed in 

aQ_ Oidi il! 

^ fi foftituifca la quantità, a invece di *, e ciò,, che nc 
rifulta , farà il valore di Imperciocché , potendoli affu- 
mere P -f-- dP invece di . P, e- invece di j§>, farà 

~ = ^ ; ma: dP = P'dx y d^= Qdx , e nell’ ipo- 
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p 

refi di x = a, P e J^fi riducono a zero, dunque — = 
o 4 - ^ix a== ^7' Dunque, pollo a in luogo di * inP', e 4/, 

p t - 

fi avrà il valore della frazione —, olfia di -§-» 

. • . P* 

Se dopo aver fatta la foftituzione di a in luogo di x, 

fi riduce ancora a con lina feconda differenziazione del nume- 
ratore, e del dettomi natore fi cercherà allo fteflò modo uiu 

mi . , ■ . 

nuova frazione -^77 ^ in cui, pollo a in luogo di x , fi 

abbia il valore cercato. Se quella feconda differenziazione 
non balla, fe ne potrà fare una terza, una quarta . . . ec. 


Sia propolla la frazione 


m vi 
x —a 


n n 
x —a 


, la quale, fatto x = x, 
P 


fi riduce a . Paragonando quella frazione colla generale 


fi ha P = * 

W— I 


nix 


■y j£ 2 _= x — ■ a , onde dP = 

. 1 — 1 , dP 

dx , JQ=z nx </x,e — 


«— I , dP mx m “‘ l dx 


x H ~ 'dx 


m m—n 
— % 


cioè, pollo a invece di x , farà a* ” il valore di — , 

g n 

olfia di 

^ n x n 

La frazione fatto x=a , fi riduce a ~ ; dun- 

que fi faccia P — /> m — x m ,e t= 1 . a — 1 . x . Sarà 

dP 

dQ. : 


jn n—~l, dx dP nx" 1 dx 

dP = -XX dx, ^ = __ e . 


■dx: j 
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e= w#”, e foftituendo a in luogo di x , farli na il 

di 


valore 


Sia la frazione ■ -- — 7- , quale fi riduce a nella 
fuppofizione di x =3 a Differenziando il numeratore ed il 

- . r , dP dia* a **) a*!.adx -f- a * 1. ad» 

denominatore fi ha — = -■ •: — — = 3 — ; 

= ( <»* 1. <» -f- * *1- * )( 1 + * ) > e fitto * = o 

farà *°1.<» -f- x°l. a (1+0) = a l.<* il valore della fra- 
zione. 

Similmente la frazione ^ — , fuppofio 

x = a , fi riduce a -§- . 

Dunque operando, come fi è fatto negli efempj prece- 


. _ . dP 40 » xdx ( 5 /»»* — la 1 ) 1 4 * 1 !* 

denti, fi avra — = r • 

^ *dx(ia' — «») '+<*•. t 


4A* x ( — la 1 ) 1 — — 4* 


, e mettendo a in luogo di x farà 


— x(za x — x x ) ‘ + 1 

dP 

-r^=-§. Differenziando adunque di nuovo ciafcun termine 
a parte fi avrà quelV altra frazione 

4 a 1 dx( ?ax l la' ) 

— dx(ia l —x>) * — x x dx(ia l — x* * 


6a‘ x l dx ( 3 «x* — za 1 ) 


— ■— *** , la quale. 


cancellando dx perchè fi ritrova in ciafcun termine , e met- 
tendo a in luogo di x, fi riduce a 8 <* . Dunque 8 a farà il 
valore della frazione nel cafo di x = a. 

La frazione — — - <— —, nel cafo di #= i, diventa 
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8l 


. Riducendo i termini allo fleffo denominatore , 

O O ' 

cioè fcrivendo la frazione in quella forma — ^ dif- 

1 xLx — l.jr 7 

ferenziando cialcun termine, e riducendo, fi avrà la nuova 

l.jr 

frazione - l ’ ■ , la quale , pollo i invece di * , di- 

venta ancora -§■ . 

Differenziando di nuovo la ridotta, dividendo per dx t 
e follituendo i ad * fi avrà — — • = — . Dunque — fa- 

t:x -f* i:x j 1 a 

rà il valore di 


LXIX. 


Qualora però dopo varie differenziazioni non rielea di 
determinare il valore di £,fi potrà ufare il metodo feguente. 

Sia a quel valore di * , che riduce la frazione a 
In cialcun termine della data frazione in luogo di x fi fo- 
llituifca x -j- dx , ovvero x — </*, e fi riduca la forinola 
ai minimi termini. Se quella nuova frazione non dà il va- 
lore cercato, cioè, fe polto a in luogo di *, elfa fi riduce 
ancora a -f-, fi ripeta la llefla operazione una, due, 3*..ec. 
volte . Alla fine fi giugnerà ficuramente ad una fiazione 

Mi ! x m 

della forma — — , il cui valore farà o finito , ed eguale a 

Ndx n 


~ , o infinito, o infinitamente piccolo , fecondo che m farà 
o eguale, o minore, o maggiore di ». 

Per efempio nella frazione — = — — , 

r Q. v'C* — x) 

la quale nella fuppofizione di * = a fi riduce a , difie- 

L 
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renziando il numeratore , ed il denominatore fi troverà 

= e cosi all’infinito. Per deter- 
minare adunque il valore della frazione — nel cafo di x= a % 
fi metta a + dx in luogo di #,e fi avrà la trasformata 

V' ( ira — — 34* — jxdx 4 " wdx -f- dx' ) 

a — 4 — dx 


-, la quale , mettendo a 


invece di #, e trafeurando dx' , fi ridurrà , a — a, 

* - 7 . r — d* 

valore della frazione nel calo di * = a. 

Parimenti nella frazione — 7 — , mettendo 1 -{-</* 

* -}- 1 1. * 

in luogo di x, fi avrà la trasformata — r~. — rTl> 

07 dx I. (» -f- dxy 

ofiia riducendo i termini allo ftcflb denominatore 


( ! -f - dx) ).( 1 -j- dx) — dx 
dx 1 . ( 1 -f-t/x) 

Ma 1 . ( 1 -f- dx ) = dx ( 1 — -7 dx + -7 dx' — ec. ). Dunque 
fofiituendo quello logaritmico farà la nuova trasformata ' - 
(l-\-dx)dx(i — -j-dx + T^** — w .) — dx -f — 7 dx -f- ec. 

d>C ( r — - -j- dx -f- 7- dx — ec. ) I — fdx-h-~dx' — ec. 

che , trafeurando tutti i termini infinitefimi , fi ridurrà uni* 
camente a 7- . 

LXX. 


Un problema analogo al precedente, ma puramente 
analitico , ed affatto indipendentemente dal calcolo differen- 
ziale fi è quello in cui fi cerca , fe una data formala ferina 
a foggia di frazione pojfa ridurfi alla forma di e con 
quale fofiituzione della variabile . 

Si eguaglj a zero feparatamente il numeratore, ed il 
denominatore della data forinola , e fi cerchi in ciafcuna 
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delle due equazioni il valore di x. E’ chiaro, che fe i due 
valori trovati faranno eguali , foftituiti nella forinola la ri- 
durranno al4 richiefla efprelfioue Oppure fi eguagli a 
zero il più femplice fattore della frazione, in quella equa- 
zione fi cerchi il valore di * , e quello fi fofiituifca nell’ 
altro fatrore. Se quello fattore fi riduce al zero, il valore 
trovato farà quello, che fcioglierà il problema. ConchiuJo 
con alcuni efempj prefi dalle forinole precedenti. 

rt n 

Nella forinola “ ^ ~ , pollo a’ — x n = o , fi ha 

* ss a , e pollo La — !. x — o , fi ha pure x = a . Dunque 
la formola è ridutibile a nel cafo di x = a . 

Nella formola " ( ^ _j_^- la fuppofizione di a* — a * 

= o dà = *,onde xl. x= — x l.a,x s— >x, ed x = o. 

La fuppolìzione di I.( r-f-*) = o db. i -f-x = r , e x = o , 
poiché o è il logaritmo dell’ unità . Dunque la frazione fi 
riduce a -§■ nel caf> di x = a. 

Nella formola — ; ^ , facendo il denominatore 

xl.x — I. x = o,fihaxI.x = l.x,e dividendo per l.x,x=i: 
quello valore di x follituito nel numeratore Io rende o . 
Dunque i è quel valore che riduce la formola a 

r 

Similmente nella formola 2a -^ ^ a * — — — - 

r 

( lt? — x* ) * -j- x 2 a 
eguagliando il denominatore a zero , togliendo il radicale , 
e riducendo, fi ha 1’ equazione quadratica x* -f- 2 «x-l-«* = o, 
la cui radice è x — a = o , odia x = a . Quello valore 
follituito nel numeratore lo fa fvanire : dunque elfo riduce 
la formola a ■%■ . 

La 
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LXXI. .1 h. 

Sia SOMZM' ON" (Fig. 15* ) una curva i cui rami 
s’ incontrano in qualche punto O chiamato Punto multiplo 
della curva. Sia AR la linea delle ardile, AZ quella del- 
le ordinate. Sulla prima prendanfi diverte afcilfe AP , AR\ 
filila feconda diverte ordinate AQ, AZ , e fi menino le 
coordinate corrifpoudenti ?M, PM ' , RO ì ec. QN, J-PN', 
<^N'\ZO ec. 

Dalla femplice ifpezione della figura è evidente i.°chea 
cialcun afcilfa AP prela fulla AR corrifponde , almeno dentro 
un certo limite, un certo numero d’ ordinate PM^PM ' . 2* 
Che quelle tra quelle ordinate , le quali corrifpondono al 
punto multiplo O , dove i rami della curva s’ incontrano, 
lì eguagliano tra loro , e fi confondono in una fola. 3. 0 Che 
a ciafcun ordinata AQ_ prefa fulla AZ corrilponde pari-' 
mente un certo numero di afcilfe QN , QN 1 , jgW", e che 
quelle tra quelle afcilfe, le quali corrifpondono allo lleflb 
punto O , fi euagliano tra loro , e fi compenetrano in una 
fola OZ. 

Ciò pollo fi chiami a il valore dell’ afeifla e 1 
quello dell’ ordinata y nel punto multiplo O . L’ equazione 
alla curva deve effer tale, che, pollo a in luogo di #, fi 
abbiano tanti valori di y tutti eguali a b quanti fono i ra- 
mi , che s’incontrano in O , e che, pollo b in luogo di 
fi abbia lo Hello numero di valori x tutti eguali ad a . 
Cioè 1 ’ equazione alla curva deve poterli ridurre alla forma 

(* — af A+(x—a) m 7 ~ l (y—bjB-Hx—*)™ T \y~bf C + 

(»— <0 m ~ 3 (y-b) 3 D + (y-b) m T = O ? 

dinotando ^, 5 ,C, . . . . . T delle funzioni qualunque di 
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#, y e cortami , ed m il grado di multiplicita , oflìa il nu- 
mero dei rami della curva, che partano pel punto O. Im- 
perciocché in quell’ equazione , fuppofto * = <», fvanifeono 
tutti i termini affetti dal fattore *■—-*, ed erta fi riduce a 

(y — bj m T = 0, offa ( y — b) ,,! = o, la qual equazione 
è il prodotto di un numero m d’ equazioni femplici ed e- 
guali ad y — b = o; cioè di un numero m di valori y 
tutti eguali a b . Lo fteffo fi dica rifpetto al valore 

y=zb. In tal cafo l'equazione fi riduce ad (x — a) m = o, 
dove i fattori effendo m in numero, ed eguali all’equazio- 
ne ièmplice * — a — o, fi ha un egual numero di valori 
di x tutti eguali ad a. 

Supponendo ora che la predetta equazione venghi dif- 
ferenziata m volte di feguito col riguardare le infinitefime 
dx , dy o come variabili, o come cortami, e confiderando 
attentamente le varie equazioni differenziali ottenute deve 
ffcmbrar manifefto . 

x.° Che non v’ è che 1 ’ ultima tra quelle equazioni , 
la quale abbia qualche termine non affetto dai fattori 
x — a , y — b . 

a.° Che trovandoli nella curva qualche punto multi- 
plo , debbono fvanire tutte le predette equazioni, o diffe- 
renze , eccetuata l’ultima, quando in luogo di x y e di^ ven- 
ghino foftituiti i valori a> b corrifpondenti a quello punto. 

3. 0 Che in quell’ ultima equazione differenziale tutti i 

termini , eccettuati quelli , nei quali entrano Jx m , e dy m , 
fono affètti da qualche potenza di ( x — /»), e (y • — A); 
e che perciò dopo la foftituzione, la medefima equazione ri- 

durrarti alla forma di dx n P-f- dy m ^ == 0, in cui e ^ 
faranno ancora funzioni di * , y e coflanti non afflitte dai 
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fattori x o , e y — b+ Finalmente, che da niffuna delle 
accennate equazioni , fuorché dall ultima, li può avete il 

valore di non altrimenti efprefTo che per . Corn- 
ai' 

proviamo tutto ciò con un efempioje fia la curva dell e- 
quazione a(x — a ) % — b {y — i)*=o* 

Differenziando due volte queft’ equazione fi ha 

1. ° 2 adn ( x — a ) — -2 bdy{y — £) = 0. 

2. ° 2 ad# -f Xaddx ( * — a ) — 2 bdy % — 2 bddy (. y — à)=o. 
Fatto x = 4,ed>» = é,la prima di quelle due e- 

quazìoni fvanifce interamente , e la feconda fi riduce a 

. _ _ . (tx. b dx 4 / b 

zadx' — 2éd/=o, donden ricava — = e — —f/ 7» 

• ydx 

e foflituendo nella formola delle tangenti fi ha — = 

i b (*— ) * Quello doppio valore dinota due tangenti 

al punto multiplo delle curve, le quali appartengono a due 
rami , che quivi s’incontrano , 

LXXII, 

. * i , 

Quindi per determinare fè una curva, di cui fi conolce 
F equazione , abbia uno o più punti multipli , in qual par- 
te del fuo perimetro fi trovino quelli puntile quanti rami 
pallino per ciafcun de’medefimi , fi differenzj la di lei equa- 
„ zione, fi eguagli a zero feparatamente la fomma dei ter- 
mini affetti da dx , e quella dei termini affetti da dy , e da 
quelle due equazioni infteme combinate fi cavino i valori 
di x, e y y che competono all’’ uno fld ai più punti multi- 
pli della curva » Per afficurarfi però dell’ efillenza di tali 
punti, e per determinarne il grado di multiplicìtù in ciaf- 
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cua d’effi . Si efamini prima fe i trovati valori da * ed /, 
foflituiti ne ila data equazione, facciano fvanire ogni quan- 
tità : in tal cafo fi differenzj di nuovo F equazione della 
curva, trattando per maggior brevità d», ed/ come co- 
llanti , e in quella feconda equazione differenziale fi fofli- 
tuifcano i valori di * , ed / . Se dopo quella foflituzione 
non fvanifcono tutti i termini dell’ equazione, il punto 
multiplo non è che doppio , cioè per effo non paffano che 
due foli rami della curva' ma fc tutti que’ termini fvanif- 
cono il punto è più che dóppio; perciò fi paflft ad una ter- 
za differenziazione, fupponendo Tempre collanti da , e dy , 
ed avendo foflituiti nella nuova equazione differenziale i 
valori di x ed/, il punto farà triplo, quando non tutti i 
termini fvanifcono, e più che triplo, quando fvanifcono 
tutti. Si profegua quindi a differenziare ed a fofliruire ì 
foliti valori, fino a che fi arrivi ad un equazione , i cui ter- 
mini dopo la foflituzione non fvanifcono interamente. Il 
grado di differenziazione di quell’ equazione , indicherà quel- 
lo di multipiicit'a del punto cercato. 
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De’ Massimi , e de’ Minimi . 

LXVI. 

JL^E la legge, per cui una quantità variabile è prodotta, 
efige, che quella quantità crelca, ovvero decrefca fino ad un 
certo fegno per poi immediatamente Icemare o crefcere, la 
quantità variabile pervenuta a quello punto di maggiore o 
di minore grandezza prende il nome di Muffirne o di Mi- 
nimo , ed il Metodo analitico, col quale fi determina il di 
lei valore, oppure quello di una qualche Tua funzione in 
quello punto, fi chiama Metodo de’ Muffimi , e de’ Mi- 
nimi . 

LXXIV. 

• . . . . ..f ... 

Sia / una funzione di x, la quale, per qualunque vap 
lore fi follituifca ad * , riceva fempre un valore reale, e 
fi indichi per » quel valore della ftelfa x , che riduce la y 
ad un mafiimo , ovvero ad un minimo . E' manifelio che 
fe ad x fi follituifca x -f- <p, ovvero * — (p , fupponendo <p 
una quantità molto piccola, la corrifpondente funzione farà 
minore di y , quando quello fu un mafiimo, e maggiore 
di >, quando y fia un minimo. 

Pollo adunque x ± <p in luogo di x, la funzione j» 

diventerà (Art. XXXV.) ± ^ ± ^4'— 

+ ec., e però nel cafo del mafiimo valore di y dovrà e fiere 

f 
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w , Qd* , <P*ddy 

/>J,± Tr + — 


<P’ d'y 
6dx> 


+ ec. 


85» 


e pel cafo del minimo 

^ , <J >' ddy 

'<'±X + — : 


<p» di y 

6dx‘ 


+ ec. 


Cioè, tralcurando tutti i termini in cui entra qualche po- 
tenza della piccoliflima quantità (p , farà pel primo calo 

V >y ± ^ , e pel fecondo y <y ± ~ . 


Ma nel cafo di un martino o di un minimo fvanilce 


ancora la quantità ± , poiché la forinola fi riduce alla 

fola y . Dunque per conofcere fe una funzione comunque 
comporta di variabili e collanti porta ridurfi ad un maffi- 
mo, oppure ad un minimo, fi faccia erta eguale ad y, fi 

differenzj, e fi cavi il valore ài—. Quello valore fi egua- 

glj a zero , e dalla formata equazione fi elimini la x t 
Il trovato valore di x farà quello, che renderà malfima 
0 minima la funzione data, qualora erta fia fufcettibile di 
tale flato. La ragione di ciò fi è, che nel cafo di un malli- 
ino o di un minimo , dovendo elfere =0, farà pu- 
re ■— = o , onde ec. (*) . 

M 


(*) Dall’ equa? ione ~ = °> moltiplicando per dx , fi ha dy - r o. 
Cioè nel punto di nuffimo , o di minimo , il differenziale della variabile è zero. 
Dunque in quello punto la variabile può riguardarli come collante . 



9 o 


De’ Massimi 


LXXV. 

Non è però cosi facile il conofcere fe 1* ottenuto valore 
di k corrifponda ad un maflimo , oppure ad un minimo ; 
anzi non di rado accade, che quello valore di «quantun- 
que fia ~ = o , non appartiene nè all’ uno , nè all’ 
altro. 

Sia / il valore , ovvero uno trai valori di x che fi ot- 
tengono dall’equazione ~ = o ; quello valore fi foflituifca in 

ciafcuna delle efprelfioni ec. , e fi faccia ~ x = />, 

~ =3c gr, ^ =r , ec. Sarà la funzione trasformata^ -f t (p'p 
± v <J>’ Q + i <P‘ »■ ± ec. 

Ora fe /> è quantità pofitiva, tralcurando tutti i termi- 
ni della formola dopo t<P‘P come affai piccoli, la fleffa 
formola fi ridurrà ad y cioè ad uno flato maggiore 

di y, e perciò y farà un minimo. 

Se p è negativa, farà invece la formola y — 
quantità minore di y, il che indica, che y farà un maflimo. 

Se p è zero la fleffa formola diventerà 0 + ir <J>* r 

dt ec., in cui fe g non è zero , non fi avrà nè un maflimo , nè un 
minimo: poiché fe q non è zero, qualunque fia opofirivo, 
o negativo il valore di q , ommeflì tutti i termini al di là 
di ir Q’g, nel cafo del majffimo farà y±~(p'q<iy ì e nel 
cafo del minimo y db v <p' q > y , il che evidentemente ri- 
pugna a motivo del doppio fegno, non potendo mai effe- 
re nè yh~<p'g -O, nè^ — T(p'q>y> 

Sia adunque o, e la formola diventi + ri ec. 
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Se r è pofitiva farà, y 17 <J>* r >■ j/ ; cioè y farà un 
minimo . 

Se r è negativa farà y — <p* r < y > ed farà un 
maffimo. 

Ma fe ancora r è zero , il giudizio dovrà riportarfi 
alla lettera feguente j, e farà del tutto fimile al di già 
fatto in riguardo alla lettera ^;cioè fe s non làrà eguale 
a zero, non avrafli alcun maffimo o minimo, e fe s farà 
= o, la funzione^ farà un minimo , 0 un maffimo, fecon- 
do che la feguente lettera t farà pofitiva, o negativa. Che 
fe ancora t fia = o, fi dovrà profeguire collo fteflo crite- 
rio, e formare il giudizio della feguente lettera, e cosà 
in poi . 


LXXVI. 

Dunque in generale , giunti al differenziale che non 

ilvanilce , fe m farà numero dilpari non fi avrà alcun maffi- 
mo o minimo , e fe m làrà numero pari fi avrà o un mafi 

<p m d m y 

fimo, o un minimo , fecondochè — (àrb. o negativo, o 
pofitivo. 


lxxvii. 

Ciò però dee unicamente intenderfi , allora che la ritrovata 
funzione fia pofitiva. Che fe quella farà negativa , fi avrà in- 
vece un maffimo negativo , quando 1’ ultimo differenziale , 
che non ifvanifce , farà pofitivo, ed un minimo negativo, 
quando quello differenziale farà negativo . 

M 3 
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LXXVII. 


PROBLEMA l.* Determinare i cefi , nei quali una fun- 
zione della forma di x“ + Ax W + Bx m 2 + Cx W ^ 
. M pub diventar majfima , o minima . 

i.° Sia la propofta funzione ax-\-b. 

Si faccia x' •{■ ax b —y . 

Sarà ^ = ìx + <* 



J y 

e porto — , oflìa ix -f /» = o , avraflì x = — -j- , e la 

funzione farà un minimo, poiché ha un valore pofi- 

fitivo; cosà, fortituendo il valore di x, farà quella funzio- 
ne minima y = b — -j-4*. 

2. 0 Sia la funzione x’ — ax' + bx -f- c . 

Porto x' — ax'-\- bx-\-c~y . 

Sarà = 7 x' — - 2«x -f- £ 

dx * 



e fatto 3** -J- iax — i = o fi troverà x = -J- <7 ± -J- V'" — 36) 

valore per cui la forinola non potrà ridurli nè ad un maf- 
firno , nè ad un minimo , quando non fia aa < 3 b; poiché 
fe aa<^ 36, il radicale farà immaginario, e fe aa =. fb ^ fa- 
rà V~(aa — zb) = 0, onde x = ~ a y e —■ = o . Ma —• 

' 0 / ■> • y zdx 6dx> 

^ I y 

= r , cioè " 6 Ì ~ non è zero . Dunque in quello cafo non fi 
avrà verun malfimo, o minimo. 


Digitized by Google 



e dei Minimi.' 93 

Se a a < 3 b , farà reale il valore di V^( aj ~ 35) , c 

follituendo il valore di», avraflì V(aa — 3 fi. Dun- 

que la formola farà un minimo quando, *=4*4V(<w — 36), poi- 
chè^^ farà pofitivo, e un maffimo, quando x=4<*— V(<** — 3$), 

poiché ~ farà negativo . 

3. 0 Sia #* — -y- *’ 4 - 28»* — 32* + 1 = y 

Sar ' a ^ = 4*’ — 28*’ -f — 32 , , 


~ —6x 28*+ 28 


e formando l’equazione 4*' — 28**4- 56*-— 32 =0, e rifol* 
vendo; fi otteranno le tre radici x = 1 , x = 2 , x = 4. 

Per la prima di quelle radici fi avrà = 6, dun- 

1 2 ax x 

que la funzione corri Tpondente a quello valore di x, cioè 
y — — 11 4, farà un mafiìmo negativo. 

Per la feconda radice fi avrà ^ = — 4, e la corrif- 

pondente funzione y = — 9 4 farà un minimo nega- 
tivo. 


Per la terza fi avrà = 12, e perciò la funzione 

ritornerà malfima negativa, e farà y = — 20 4 • 

4. 0 Abbiafi per ultimo la funzione x*~ -4 *' + 4 ** 

— 4 x' 4 -i=>* Sarà— = 5 x’ — i 2 x*— óx' — I2x*. 

“È = 15* 4 — 24*’ + 9x*~- 12. 


Si formi l’equazione 6x' — - 12»* — < 5 x' — 12X* = o, 
olfia x‘ — 2x‘ — x' — 2x* s= o , quale rifolta nei fattori 
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»£( «* + i ).(*-— a )e=o, darà <* ue ratJici e s uali * = °> 
due immaginarie comprefe nei fattore ** + i = o , evi una 
reale # — 2 =0. 

Le due radici eguali, e le due immaginarie fono fu- 
perflue, perchè non poffono ridurre la funzione nè ad un 
maflìmo, nè ad un minimo. L’ultima radice * = 2 foftitui- 

ta dìi ~ = 72 : dunque efla riduce la funzione ad un maflì- 
mo negativo, che farà ;>=— - 19 f’ 

LXXIX. 

Dai recati efempj s’ inferisce i.° che la determinazione 
dei maflìmi , e dei minimi in una data formola dipende 

. dy 

dalle radici dell’ equazione — =:o,cioè che tutti i maflì- 
mi e minimi della formola generale y = -f- A™ I -f- 

Bx m 2 -f -Cx m ^ -j_ M dipendono dalle ra- 

dici dell’equazione mx m I -j- w — 1 .Ax 71 2 -f-w — i.Bx m ^ 

-f- m — 3 .C* W ^ -f* • * . . = o , in cui il maflìmo ef- 
ponente di * è minore di un unità dell’ efponente maflìmo 
nella data. 

2. 0 Che la medeflma funzione non può avere alcun 

maflìmo , o minimo , quando i differenziali di grado im- 
pari ~ ; ec. dopo le foftituzioni non fi riduca- 

no al zero . 

3. 0 Che fi avrà Scuramente qualche maflìmo, o mini- 
mo, quando quefti differenziali fi annulleranno, oflìa quan- 
do 1’ ultimo differenziale, che fvanifce dopo le foflituzio- 
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ni, farà di grado impari, c che le radici della prima equa- 
zione differenziale ~ = o non faranno tutre nè eguali , nè 
immaginarie. 

4. 0 Che una funzione potrà avere più maffimi , e più 
minimi, e cialcun maflìmo potrà effere indiflinramentc o 
maggiore, o minore di ciafcun minimo, e viceverlà ; poi- 
ché ad effer mafiìma o minima una funzione nuli’ altro fi 
racchiude, fuorché ella fia maggiore o minore delle fun- 
zioni , che la comprendono immediatamente. 

5. 0 Che le 1 ’ equazione ^ = o avrà un numero di ra- 

dici eguali , non 11 avrà verun maffimo , o minimo, quando 
quello numero fia pari , e fi avrà un fol mafiìmo , od un 
fol minimo, quando fia dilpari. 

LXXX. 

PROBLEMA a. a Cercare tutti ì ntaffimi , e minimi poffi- 

. • • P 

bili nella frazione della forma — , in cui P e Q fono fun- 
zioni razionali di x . 

Sia la frazione — ~ . 

Facendo y = —~— y e differenziando fi ha 4 ^- = — , 
e — = 6x i m* , Quindi formando l’ equazione Tpp—r 

dx g (i-f-xx)t 

= o, e rifolvendo fi ottiene x = 4 V 1 = ± 1 . Il valore 
pofitivo -f 1 riduce la funzione ad un maflìmo pofitivo, 

poiché foflituito dà —■ = — -j-, edy = 4. 
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Il 'valore negativo — i foftituito di -~ f edy 

=s ; onde riduce la fteffa funzione ad un maffimo 

negativo . 

Sia la frazione y = -■ ■ , *^~** . 

Differenziando fi ha ~ ss — - 1 e =2 

(*+ 3 *+**)‘ 5 d ** 

•71 4- 72* — I 2*' . .. — I 2 -f- ÓXM 

J — . Quindi — : — = o , 

*+3* — **) ^ (2+3*4-**)» 

ed * ss ± V 2. 

Dal valore + V 2 fi ricava ~ = 2 Ì "^ 4S ^ ~ ed > 

dx U + ì^*> 

s=s — 0,0294, maffimo negativo. Dal valore-V 2 fi ottiene 

— s=5 48 ^ 2 , quantità negativa , poiché 72 > 

**' (4—3 ^2)' 

48 V 2 , e 4< 3 V+; Dunque y = — 33 , 97 1 minimo 
negativo . 


LXXXI. 


Alla ffeffa maniera fi potranno cercare tutti i maffimi, e 

minimi poflìbilidi urla funzione della forma { xm *+ 

B* m 2 +Cx w ^ + M ) n y qualunque fia 

y efponente ». Mentre, eguagliando qnefta funzione ad y, 
e differenziando , fi avrà 

ÌL „ / w I A ™ — Io rn — 2 , -.Ali — I, tn — I 

— — » ( * Ax Bx . . . + M) • (w* 

+ »i — 1 A** 2 + w-— 2 . , . . + P) = oj 

e 
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. .. ,, . m — <i . A m — 2 . ~ D m—z 

e quindi 1 equazione mx -f-m — i A» -\-n*—iBx a 

-f- P=o> le cui radici daranno tutti i ’mafi 

fimi e minimi poflibili. 

LXXXII. 


Problema 3. 0 Data l' equazione ad una curva cercare 
a qual punto dell' affé corrìfponda la maflima 0 minima or- 
dinata y , cd il di lei valore in queflo punto. 

Sia la curva dell’ equazione y = (a -f t)~ — I" — • 
Diff erenziando fi ha ^ = 

~,e facendo ^ = o,fi trova * = ± (jJj) 

il qual valore , foftituito nel fecondo differenziale , db ^ 


= ± 


»(*)* 


— ; il fegno fuperiore indica un minimo, e 


1’ inferiore un maflimo. 

Dunque la curva ha un ordinata minima pofitiva 
== ì V r ( a' +ab) , alla quale corrifponde l’.afciffa a V > ed 

un ordinata maflima negativa = — -f v '’ (a l +ab) corrif- 
pondente all’ afeifla negativa — . 

Sia la curva un’ Ellifli,od un circolo di genere fupe- 
riore, la cui equazione differenziata fi è (XLIXj 


* =-f-( *, 

*»T*\ P/ ax — xx J 


N 


Digitized by Google 





Dei Massimi 


Eguagliando -a zero quefto differenziale., e dividendo per 

I /■ * p \ . ma — mv — »v 

— i — ( x . a—x. - — ) dx li avra i equazione — 

m-f-n\ a J 1 ax — xx 


= o, dalla quale ricaverafli * =3 • — ■ — . 

m -f-n 

Nell’ elliffì e nel circolo comune, in cui wj=/j=i 
'ferii x = — . • 


Dunque foffituendo quello valore, 1 ’ ordinata maflìma 
farà -j V~af>. 

Ma nell’ Elliffì ~ V ap è il valore del femiaffe coniu- 
gato , e nel circolo /> = «. Dunque in ciafcun d’ effi farà 
r=7«. Cioè la maflìma ordinata nell’ Elliffì corrifpon* 
derà alla merli dell’ affé maggiore , e farà eguale all’ affa 
minore, e nel circolo farli lo ileflo fuo raggio. 

In un dato circolo fia zà;'il diametro , x qualun- 
que aicifla computata dal vertice, ed y 1 ’ ordinata corrif- 
pondente. Il diametro 2 a fia ancora alfe di una curva, di 
cui ciafcun ordinata z fia media traile corrifpondemi coor- 
dinate al circolo x, >; determinare la maflìma ordinata in 
quella curva» i , 

Nel cìrcolo fi ha yy = za» — xx, e nella curva 
zz = xy . Dunque differenziando la prima equazione 

farli dy = — — — , e differenziando la feconda ferii dz — 


yàx -f- xdy 


1 ^ 


9 


1 * * 

ovvero , foftituendo il valore di dy , e riducendo , 


, y t dx -f- axdx xxtìx . , . 

éx =3 . Ma, a motivo della maflìma ordina- 

i xy 1 

ta z , farà aero il valore di dz , cioè farà ** - * aXil * ** ix 
3=0. Dunque, moltiplicando ciafcun membro per zzy, fo- 
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Intuendo invece di y % il filo valore zax — xx, e liberando 
la x, farà x = — . 

Dunque la mallitna ordinata corri fponderà ai — dii 
diametro za , e làrk ~ p/ 27 . 

Sia finalmente la curva dell’ equazione xy = xx -f* 

éi* dx 

Differenziando fi ha dy = dx = o , onde x* — 


x’ = o,edx = itf. 

Differenziando di nuovo per vedere a che corrifpondaciafi 

. . ^ ’ v 

cuno di quelli valori di x fi ha ^7 = cioè , mettendo il 


valore 


di 


ddy 

tr 7dZ* 


= ± 



Dunque il fegno fuperiore indica un minimo» pofitivo', 
e T inferiore un minimo negativo , perchè nel i.° cafo fi 
ha y za y e nel 2. 0 y x= — za . 


LXXXIIf. 

PROBLEMA 4. 0 Dividere una data quantità a in parti 
n per modo che il loro prodotto fia un maffimo . 

Sia n =2 , fi chiami x una delle due parti ; fark a — x 
l’altra parte, ed ax — xx il prodotto loro . Il differenzia- 
le di quello prodotto nel calo del malfimo deve elfere zero. 
Dunque fark adx — 2 xdx = o* e rifolvendo x =s -J- a , 
•d a — x = -7- a . 

Cioè la quantità a dovrà effer divifa in due parti 
eguali . 

Sia »= 3, e fi chiami x la prima parte T y la fecon- 
da, x — x— y la terza, 

N 2 
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Sarà ayx — x'y—* *yil prodotto di quelle tre parti, ed 
aydx -f- axdy ìxydx — x‘ dy — ixydy —y' dx il differenziale di 

quello prodotto. 

Nel cafo del maffrmo prodotto fvanirà quello differen- 
ziale: dunque, eguagliando a zero la fomma di tutti i ter- 
mini , che contengono il differenziale dèlia medelima varia- 
bile, fi avranno le due equazioni 
aydx — zyxdx - — y' dx = o 
axdy — ** dy — zyxdy = o 

Dalle quali fi ricaveranno i tre valori * = -7 a t 
>=T a—x—y=-j-a. 

Dunque la quantità a dovrà dividerli in tre parti eguali. 

Sia » = 4, e frano le quattro parti*, >, z y a — x — y — z. 

Il loro prodotto farà axyz — x x yz—xy'z—xyz x t 
ed il differenziale di quello prodotto 
ayzdx -f- axzdy -f- axydz 
— 2 xyzdx—x' zdy — x'ydz 
• — / zdx - — ixzydy — xy % dz 
— yz x dx — xz * dy — 2 xyzdz 

Quindi eguagliando a zero le fomme dei termini , 
che comprendono i differenziali delle fteffe variabili, fi 
avranno le tre feguenti equazioni c 

ayzdx — ixyzdx — y x zdx — yz' dx — o , 
axzdy — x' zdy — 2 xyzdy — xz'dy = o , 
axydz — x'ydz — xy dz ixyzdz — o , 

Dalle quali fi caverà * = -j- a, y = -t- a , xc= *, 

a — x — y — a . 

Dunque la quantità dovrà elfer divifa in quattro parti 
eguali . 

Se n farà eguale a 5, a <J, a 7, ec., operando come 
finora fi è fatto, fi troverà che* la quantità a dovrà 
dividerfi in 5 , in 6 y in 7 , ec. parti eguali. 
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LXXXIV. 

1 


PROBLEMA 5* Dividere una data quantità a in parti n , 
per modo che , chiamando x , y , z e c. quefte parti , il pro- 
dotto x m yf -zfl fia un ma/Jimo. 

Sia « s= 2 . Saranno le due parti x , a ■ — », ed il 

richiedo prodotto (. 7 — x)? . Il differenziale di quello pro- 
dotto eguagliato a zero dark 1’ equazione mx m I (a — x)^dx 

— px’ n (a—~ x'f ^ 1 dx =0; onde, dividendo pel fattore co- 
mune, e liberando la *, fark x = , ed 4 — #= <7--— 


tfW 

m-f p w +p’ 

Sia «=53. Saranno le 3 parti x , y , a x — ^ , il 

prodotto cercato x m y? (a — x — yf , ed il differenziale di quello 

prodotto mx n l y^(a — x — yfdx + px n y^ I (a — x—yfdy 

qx™ y^(a — x — yf 1 dx — qx™ y^(a — x — y'fi 1 dy 

*= o . Eguagliando a zero ciafcuna formila di termini , che 
contengono lo ftelfo differenziale , fi avranno le due equazioni 

mx m l y^(a — * — y fdx — qx™ y^{a — x — y'fi 1 dxv= o , 

px m 1 (a - — x — -yfdy qx m yP(a — x — y'fi 1 dy~ O, 

dalle quali fi avrk * = — ■ ■ 

1 m ■+■ q 


ed * = 


pg — py — ir 


Quelli due valori di x paragonati fra loro daranno y = 


•P 

m +P + 'i 


; onde x = 


, ed a — • x — y =3 


ar ì 




™ 4 -p+i 
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Sia n = 4. Le parti faranno x , y,*,*- — x — • y — z; 

Quindi il cercato prodotto farà x n y? £ (a — x — y — zf , ed 
operando come fi è fatto nei dueefempj precedenti, e chia- 
mando t la fornma degli elponenti m , p , j,r, fi troverà 

am ap aq , ar 

* = — » y =>- = — ,ed 4 — x— . 

Cioè cialcuna parte farà eguale al prodotto- di a nel fuo ef- 
ponente divifo per la fomma di tutti gli efponenti, e le 
parti daranno nella ragione dei loro efponenti rifpettivi. 

Lo fteflb fi troverà per qualunque altro numero di parti. 
Se gli efponenti w, », p , <?....ec. faranno tra loro egua- 
li, ciafcuna parte farà ■— *,cioè le parti * , .y , ec. 

faranno tutte eguali tra loro. 


LXXXV. 


PROBLEMA 6. a Da un punto dato ovunque nel piano di 
una curva condurre alla flcffa curvala retta piu corta . 

Sia AM quella curva ( Fig. 16. ) , ed AZ il fuo alfe. 
i.° Il dato punto fia nell’ afle AZ , ficcome in J^_, e 
fia M quel punto , in cui la retta cercata deve incon- 
trare la curva. 

Dal punto M s’ intenda abbacata all’ alfe la perpendi- 
colare MP , e fi faccia AQ_ = a , AP — x , PM=: y, 

MQ= z . Sarà PQ==z a — x , M£j=== MP * -f- ~P^ Ì odia 
z* = y' -f- a* — 2ax ^ x' , e differenziando cte =3 

_ o ^ s deve e ff ere un minimo. 

Dunque § = ma^ è la formola d<dIa 
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lottonormale: dunque PjQ_ è fottonormale , e la retta cer- 
cata MQ normale alla curva. 

2. 0 Il punto Ha nell’ area della curva , e fia R. 

; Su PP° ftj J* retta cercara MRQ l c RF y MP perpendicolari 
all' afte, e la XR parallela allo fieffo affé, fi faccia AV=.b, 
RV ss NP ss c , ed MR = *; fark MN ss y — fj 

RX = PV = é> ■ — x , ed MR * -f- ~MN -f ~Nr \ 0 ffia 
x y 2 0' "f" c "f" P ~~ ibx -f- **, il cui differenza ale 

eguagliato a zero dark dx = = . 

21 ° > 


quindi ~ ed —■ = — -^.Ma M2V:A7? : : AfP: 




/ — f 


ovvero jy — c:i — x : : y : PJ?s= - * 

' y — < dx ’ 

Dunque MR è normale alla curva. 

3. 0 Il punto fia fuori dell’area della curva, e fia S. 
Abballata all’ affé la perpendicolare SB, e concepita la 
MO parallela all’ affé fi faccia SB ~c , AB =s g , MO — BP 
== * ’ 8 ì SO =3 c — y, SM ss z ; lark z* = c* ■ — - 

2cy -f- + x l — 2gx -f- g' ; onde dx = 

2} dy — 2rdy-j-2rdx 2 gdx dy g ydy (x -g)y 

~~ ° ’ dx / ’ C dx c —y > 

Ma SO:OM::MP:PQ. Dunque forti tuendo i valori fàrk 

PQ s= = ~ • Cioè la linea più corta làrk la 

normale SM , come ne’ due cafi precedenti . 

Lo fteffo fi dimoftra, quando il dato punto fia fuori 
dell’ area della curva verfo T . 
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LXXXVI. 

PROBLEMA '7* Data la bafe di un triangolo ACB 
(Fig. 17), e la fomma dei due lati / opra di e fa determina- 
re quejli due lati in guifa , che il triangolo abbia la majjìma 
fuperficie . 

Si chiami b la bafe AB y a la fomma dei due lati AC , 
BC , x il maggiore lato AC , a — x V altro lato BC , 
e fi abballi dal vertice C la perpendicolare CD fopra la ba- 
fe AB , prolungata fe abbifogna. 

E’ proprietà d’ ogni triangolo, che abbacata da uno 
dei tre angoli una perpendicolare CD fopra 1 ’ oppofta bafe 
AB‘ y quella llia alla fomma degli altri due lati AC , BC 
nel rapporto della differenza dei mcdefimi due lati, alla dif- 
ferenza, od alla fomma dei fegmenti AD , BD formati dal- 
la CD nella bafe AB , fecondochè CD cade o dentro l’area 
del triangolo , o fuori di elfa fulla bafe prolungata. 

Dunque fi avrà b : a : : 2* — a : AD T BD = — -■ — , offa 

_ tax — aa . r.ax — aa-\-bb 

2 AD — AB = — — — ; quindi AD = > e 

co = ()=3±if>). 

Quello valore moltiplicato per -7 b darà la fuperficie 

del Triangolo ACB= — ( — — ^ cu * 

differenziale eguagliato a zero per cagione del malfimo darà 
1’ equazione 

* *(*- (M.W + r)^.(**-0==Ì±t) *) 

=5 
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= o , ovvero 2 xdx — ~ 

= t a ì ed a — # = -7 a • 

Cioè il triangolo farà ifolcele fopra la bafe AB , e 
cialcua lato farà eguale alla metà della data Comma. 

LXXXVII. 

Problema 8. 9 Dato il perimetro di un triangolo deter- 
minare i tre lati della maffima fuperficie. 

Pel problema precedente il triangolo farà ifofcele. 

Si chiami adunque p il dato perimetro, * la bafe AB 
(Fig. 18.), e s’ intenda abballata la perpendicolare CD. 

Sarà AC , ovvero BC =3 - — - 

«> = V ( E =f ±Ì -f ) = T — «. ) 

A* . ACB=±V(p'x ' — 2 px'). 

Il differenziale di quella fuperficie eguagliato a zero 

, — 6px x )dx 

darà = o ; oppure 2 p # — 6 px = o , e 

8 (/>•** -— ìpx’ )T 

quindi * = 7/ ,e ~~p. 

Dunque il triangolo farà equilatero, cioè quelli tra 
tutti i triangoli ifoperimetri avrà la maffima fuper- 
ficie (*) . 


Itx^—a 1 -f- b % 


bb 


ì adx = 




onde 


O 


(*) Figure ifoperìmetre diconfi quelle, che hanno perimetri eguali. 
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LXXXVIII. 

Problema p.° Dato il perimetro di un quadrilatero de- 
terminare i lati , ccficchè la fuperficie fia un majjinto , 
ovvero tra gli infiniti quadrilateri ifoperimctri determinare 
quegli della maggior fuperficie . 

Sia ABCD (Fig. ip.) un quadrilatero, ed in eflo fu- 
mo condotte le due diagonali AC , BD. 

Pel problema y.° è manifeflo , che ciafcuno dei due 
triangoli ADC , ABC y nei quali fi rifolve il quadrilatero 
ADCB dalla diagonale AC y avrà la maggior fuperficie , 
quando fia ifofccle fopra La ftefla AC , cioè quando fia 
AB = BCy ed AD = DC . 

Parimente i due triangoli BAD , BCD avranno la 
malli ma fuperficie quando AB = AD y e BC = DC, 

Dunque il quadrilatero della maffima fuperficie avrà 
tutti i lati eguali: cioè farà un rombo. 

Sia in oltre abbalfata la perpendicolare DE fopra il la- 
to AB ; fi chiami a quello lato , ed * la parte AE com- 
prefa tra DE , e 1’ angolo A. Sarà V(a l — x 1 ) il valore 
della perpendicolare DE , aV~(t i* — x' ) la fuperficie del pa- 
rallelogrammo, — — -^ l"=s=o il fuo difTerenziale egua- 
gliato a zero, e quindi * = o; dunque la perpendicolare 
DE coinciderà col lato AD , l’angolo in A farà retto, e 
confeguentemente ciafcuno degli altri tre B , C , D . 

Dunque tra tutti i quadrilateri d’ egual perimetro il 
quadrato ha la maffima fuperficie. 

In fimil guifa fi può dimoflrare, che tra tutti i pen- 
tagoni , efàgoni , eptagoni, e generalmente tra tutte le figure 
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ifoperimetre d’ egual numero di lati, la regolare fi è quel- 
la, che racchiude maggior fuperficie.. 

LXXXIX. 

Problema io.° Tra le infinite figure regolari ifope- 
rimetre determinare quella della mafiima fuperficie . 

Si chiami * il lato MN della figura regolare cercata 
(Fig. 20.), p il Tuo perimetro, fia MA r ^_ il circolo ad 
efla circonfcritto , C il fuo centro, CM , CN i due raggi 
condotti all’ ellremità del lato MN t c CP 1 ’ altezza del 
triangolo MCN . 

Sarà ~ il numero dei lati della figura regolare 

cercata y CP = V{ CM' — MP ’) = V (r* — l’altezza 

del tria ngolo MCN^CP . MN. -j- = ±p V (r x — la 
fuperficie del poligono , p — il differenziale di 

M>-t) 

quella fuperficie. 

Quello differenziale eguagliato a Zero darà x = o, e 

perciò -^- = 00, e CP = r. Dunque la figura regolare 

cercata avrà il lato infinitamente piccolo, un numero infi- 
nito di lati , e la perpendicolare CP eguale al raggio del 
circolo circonfcritto: dunque effa farà quello lleflb circolo; 
cioè quelli è tra le infinite figure regolari ifoperimetre quel- 
la, che racchiude maggior fuperficie (*). 

02 

(*) Volendo paragonare infieme le aree degli infiniti poligoni regolari 
ifoperimetTi , fi chiami n il numero de’ lati di un poligono regolare qualun- 
que j S la di lui fuperficie, e p il collante perimetro. 
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LXXXX. 

Problema il.* Sia AB una retta data (Fig.21.), ed MN 
una retta indefinita di data pofizione rifpetto alla AB ^cercare 
nella MN un punte C , dal quale condotte le due rette CA Ì CB 
alle eftrcmìtà della AB , la fomma CA-\-CB fi a un minimo. 

Dalle eftremitk A^ B , della AB lì menino alla MN 
le due perpendicolari AD , BE , le quali infieme colla DE, 
per efler conofciuta la pofizione della MN rifpetto al^a AB, 
faranno date. Si faccia DE = a y AD =S, BE cs c, 
DC = x, e CE=a — *] bri AC = V'(b l + *') , BC = 
V (*» + *■— la* + *‘), ed AC + BC =s V* (**+**) + 
V (c* + — za* -j-*‘ ). 

Dunque differenziando quella fomma, ed eguagliando a 

_ lxdx . ixtix — zxdx 

zero , fi a vA ^r^r } + 


Sarà CP = Cof. AfCP = Cof. = Cof. (ii-) ed X = 

1 _ - / i8o\ 

— p . Cof. ) • 


Se la figura regolare è un A equilatero Ciri X s: j/v Cof. do* = 2 jooooc. p. 
Se un quadrato X = p.Cof. 45 0 = 3535534-^- 


Se un pentagono X = — p. Cof. 36° ~ 40 14087. p. 

* | 

Se un efagono X = Y?*Cof. Jo°=43o8i4<$.p. 

Se un Circolo farà X = p . Cof, ~ P • Cof. o° = ~^p-r~ 5 00 0000. p. 

Dunque traile infinite figure regolari ifoperimetre il A.* equilatero ha la 
minima fupcrficie, il circolo ha la raaflima, e delle altre figure quella ha 
maggior fupcrficie, che ha un maggior numero di lati , e vieeverfa. 
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Ricucendo , e levando i radicali 

x* *• — __ 

— ìax-f-x» 

Togliendo le frazioni , ed ordinando per * 

(c* — b ') x'+iab'x — a'b‘ = o. 

E finalmente completando 1 ’ equazione e rifolvend* 


— X~ —Lt— + v/ ( 4- SJL- \ , 

— b % ^ ^ U — a* ^ (f* — b-y)*’ 


valore che corrifponde al minimo cercato. 


LXXXXI. 


Corollario. Se MN farà parallela alla retta AB , 
làrà AD =a BE , offia b = c , e l’ equazione ordinata 
( c' — • b' ) ** + lab' x — <»* b' =3 o , ridurraifi a 2 j£‘# 
*' b' = o , e quindi fi avrà * = -j- <» £=7 DE ; cioè il 
triangolo ACB fa rà ifofcele fopra . 

LXXXXII. 

PROBLEMA 1 2* Nell’ area del triangolo ABC (Fig. 22) 
favi un punto D , dal quale condotte ai tre angoli le tre rette 
AD y BD y CD, la fomma AD 4 " BD -{- CD fi a un minimo , 
determinategli angoli formati da quefie rette intorno al punto D. 

Col centro E, e raggio BD $ intenda defcritto l’ arco 
di circolo EDH , di cui DH fia una porzione infinitefima , 
e da H fiano abbaffate le perpendicolari HG y HI alle due 
rette DA t DC . 

Si faccia DA=zXy ED = y, DC = x f farà x-f-y + z 
il mitrino cercato, il cui differenziale, fupponendo collante 
il raggio DB = y , farà dx 4 * dz — o , onde dx = — — da. 

Dunque riguardando DG, DI come i differenziali rifperti- 
vi di DA y DC , e i’ infinitefima DH come una linea retta 
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perpendicolare in D a DB, farà DG = D/, poiché dx == 
— dz , non confiderando la diverfità dei fegni , ed il trian- 
golo DHI in tutto eguale al triangolo DHG , quindi an- 
gol. HDI =s HDG . Ma fono ancora tra loro eguali i due 
angoli retti BDH,r,e i due verticali HDG,s: dunque farà 
An°.ADR=t-+i — BDH+HDG — nDH± HDI— BDC 
Similmente fe col centro A e raggio AD fi fupporrà de- 
lcritto un altro arco di circolo ,11 troverà angoL-^DB -= ADG. 
Dunque i tre angoli intorno al punto D debbono effere 
eguali tra loro» e ciafcuno a ijo-° 

Il problema non avrebbe luogo fe alcuno dei tre an- 
goli del triangolo forte o eguale, o maggiore di 120»* 

LXXXXIII. 


PROBLEMA 13.* AJfegnare le tre dimenjìoni di un pa- 
rai hi ìpe do rettangolo , il quale fotta una data fupirficie com- 
prenda la majfima folidità » 

Si chiami x l’altezza del folido,>, % i lati della ba- 
fe ; làrà la di lui fuperficie 2 xy -f* zxz -f- 2 y»,e la folidità xyz. 

La prima deve effere coftante , e la feconda un marti- 
mo ; dunque , fupponendo coftante l’altezza làrà il diffe- 
renziale della fuperficie 2 xdy -f* 2 xdz + 2 ydz -{- zzdy = o , 
e quello della folidità xydz -f* xzdy e=s o. 


Dal primo differenziale fi ottiene — = 


<b_ — * — y 


Dal fecondo = ■ 

dz 


* + * 

y 

• 

Z 


ed eguagliando quelli due valori fi avrà — ^ — , 

A X -j- z z 

e quinli z —y; dunque nella pofizione che l’altezza x fia 
coftante , la bafe del folido làrà un quadrato . 
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Si faccia ora variare anche 1 ’ altezza *, e fi ponga y=.z. 
La fuperficie del parallelipedo farà 4 xy + 2 /, e la fo- 
lidità */. 

11 differenziale di quella 4 xdy -\-4ydx -f- 4 ydy = o . 

11 differenziale di quella y x dx -\-ixydy =0. 

Dal primo lì ottiene^- = . 

Dal fecondo. . . ■— — — -. 

dx a* 

Quindi farà = - Jy ■> ed x =• y ; ma y = x : 
dunque #=/ = *; cioè il folido richiefto farà un cubo.' 

LXXXX 1 V. 

Corollario . Tra gli infiniti parallelepipedi d’ ugual 
fuperficie il cubo ha la mafiima folidità ; e viceverfa tra gli 
infiniti parallelepipedi d’eguale folidità il cubo ha la mini- 
ma fuperficie. 

Allo lleffo modo fi potrà determinare quale tra gli in- 
finiti Priftni, Cilindri, Piramidi, o Coni retti d’egual fu- 
perficie abbia la malfima foliditk , e viceverfa quale tra gli 
infiniti Prifmi , Cilindri , Piramidi , o Coni retti d’ eguale 
folidità abbia la minima fuperficie. 

LXXXXV. 

PROBLEMA 14° Sia AB ( Fig. 23.) il diametro alla ba. 
fc di un cono retto troncato parallelamente alla (le fi a bafe , 
e CG l’ altezza, determinare il diametro EF della ( azione 
per modo , che la fuperficie convcjfa del cono troncato fia un 
me fi: mo . 

Si chiami a l’altezza CG del Cono , b il raggio AC 
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della bafe, x il raggio GE della fezione , e fi conduca la 

EH parallela a CG. Sarà AE = V ( EH -\-Al /) = 
V( b' — 2 bx -f-x‘ 4 " a* ) , e, prendendo il rapporto del raggio 
alla circonferenza i : c , farà bc la circonferenza delia baie 
AB, e rss quella della lezione EF . 

Nel cono retto troncato parallelamente alla bafe la fu* 
perfide convefla è eguale al prodotto del Iato AE nella 
femifomma delle circonferenze defcritte dai raggi AZ , EG 
delle oppofte bali. Dunque quella fuperficie farà 

Z~^V(b' — 2ix-J-**+ a x ) , ed il fuo differenziale 


ex -f- bc / b-\-x 

2 — lbx -f-x* -j- ) 


^x-f-V ( b l — 2 bx + x’ ) 



Quelli, a motivo del maflimo pollo eguale a zero, 
darà 1’ equazione x* — bx = o , dalla quale fi avrà 

* = 7Ì±7^(i’- 2A*). 


LXXXXVI. 


PROBLEMA 15.* Con un piano tagliare il cono retto 
ACB (Fig. 24.) in gui/a, che la nafeente f exione MEm fi a 
una parabola della pii* gran fuperficie . 

Si chiami x 1 ’ Aldilà AP , a il diametro AB della 
bafe, b il lato AC del cono. 

Per la proprietà del circolo làrà PM = V(ax — x*), e 
pel parallelifmo dell’ alfe della parabola PE col lato AC del 

cono AB : BP = AC : PE= = —— , onde la 

AB a J 

fuperficie della parabola MEm farà — xx ) ^ , 

quale 
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quale dovendo effer matti ma dark 1’ equazione differenziale 

— (ax — xx) * dx-\--j( ^ b * ^ ^.(ax — xx)~~ . (ad* — ixdx) 

= o, doè riducendo ed rnfieme ordinando per * fi avrò l’equa- 
zione *' — — • — — =0, e rifolvendo * = -f a± — a. 

44 1 

Il fogno pofirivo è inutile , poiché di *=.<7, il negari- 
vo di dinota che la parabola della mattrma fu- 

perficie patterò per la quarta parte dell’ atte AB , facendo 
origine al vertice A, cioè prendendo AP = -j- AB , e CE 
= i -BC, 


Lxxxxvir. 

PROBLEMA ld.° Tra gir infiniti Coni , che fi pojfono 
inferi vere in una data sfera , determinare quegli della mafie- 
wa Superficie convejfa , e della maflima foliditù •, 

Sia AMB ( Fig. 25.) il femicircolo genitore della sfe- 
ra, AMP ri Triangolo che rivolgendòfi intorno ad AP de- 
ve generare il cono propofto . Si chiami a il diametro AB, 
1 : c il raporto del raggio alla circonferenza del circolo, 
ed x l’alcitta AP . Sari V(ax — xx) il valore della ordina- 
ta MP , V(ax) quello del lato AM, cV(ax — xx) fa 
periferia deforma dalla fletta MP , oflìa il perimetro alla bafe 

del cono y cV'(ax — xx). -^V(ax — xx) = ~ (ax — xx) la 

fuperfkie della fletta bafe . 

Quindi V ax — V (ax—xx) e=z -~ %r( a * *’ — ax ’ ) la 

fùperficie conveflàdel cono^e — (ax— *x).-^ = - (ax' — #’) la 
fua fòliditi . 


P 
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Ma ciafcuna di quefte due funzioni debb' effere hb 
roaffimo , dunque differenziando, ed eguagliando a zero 

fi avrk per la prima - ^ — ■ — — = o , e perciò x = -fo 

e per la feconda -f acxdx — ex' dx = o , onde x = 7- a . 

Dunque il cono ricercato avra per altezza i dell’ affé 
della sfera. 

LXXXXVI 1 I. 


PROBLEMA 17*° In una data EMpfotde hifcrivcre il ci- 
lindro della pi)* gran fuperficie convcffa . 

L’ Ellipfoide s’intenda generata dalla rotazione della 
femielliffi DAE (Fig.2d.) intorno il minor affé DE ,e fia 
MmnN la fezione del propofto cilindro, Mm il fuo lato, 
C il centro dell’ Elliffi ec. Si faccia AB = 2 a,PC = x y 
MP =zy , i : c il rapporto del raggio alla periferia del circolo* 

Sarky = — v(aa — xx) l’equazione all’ Elliffi, ex la perife- 
ria deferitta da PC=mg, oflìa il perimetro alla bafe del 
cilindro, ìy.cx ~ — — V (aa — xx) la fuperficie convella 


dello fteffo cilindro . Differenziando 
egualiandoazero fi avrh^V (aa — xx) 


quefla fuperficie, ed 

, ibcxxdx 
dx ? o. 

«VVu — xx) 


* nJe = ed,= ±-j/a = f/» 

Dunque PC farà media proporzionale tra AC, e -j- AC, 
e PM media tra CD e CD. 


IC. 

Corollario . Se 1 ’ Elliffi degeneraffe in un circolo , 
farebbe a = b , onde x = ytsz ^ / ";cioè il diametro del 
cilindro eguaglierebbe la fua altezza. 
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CAPO NONO. 

Delle Evolute, e de’ Raggi Osculatori 
nelle Curve. 

C. 

Al vertice B di una qualunque curva BC ( Fig. 27. ) 
fia applicata una tangente indefinita / 4 D, la quale moven- 
dofi foltanto intorno alla curva in guifa di rimaner lèmpre 
tangente in qualche di lei punto C, deferiva colla fua eftre- 
mità A l’altra curva AMN. 

La curva BC , alla quale è applicata la tangente AD , 
chiamali Evoluta , Sviluppata , o Curva generante . 

La curva AMN delcritta dal punto A la Generata , e 
qualunque parte MC della tangente comprefa tra la genera- 
ta, ed il punto del contatto C, Raggio Ofculatore , Raggio 
di Curvatura , 0 della Sviluppata . 

CI. 

Le proprietà di quello raggio ofculatore fono 

1. * Che egli è Tempre eguale alla collante porzione di 
tangente AB più 1 ’ arco BC della fvilluppata comprefo tra 
I’ origine B ed il punto del contatto C . 

2. * Che è perpendicolare alia generata in ciafcun punto 
M % nel quale ritrovafi la fua eflremità A- t poiché la tan- 
gente al circolo offendo perpendicolare al raggio tirato dal 
punto del contatto, e ciafcun archetto infinitefimo MM‘ 
delcritto da CM nel paffare dallo flato CM all’ infinita- 
mente proffimo C'M' potendoli riguardare come un archetto 
di circolo di raggio CM e centro C, lo fleffo raggio MC 

P 2 
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Tara perpendicolare alla tangente MT nel punto M della 
generata , cioè all* archetto infinitefimo MM! della flcflt 
generata . 

3. 0 Che ferve a mifurare la curvatura in ciafcun punto 
della generata ; poiché fe alle due eftremirà M, M * di un 
archetto infinitefimo MM! fi conduranno due perpendicolari 
MC , M'C , quelle s’incontreranno in alcun punto C della 
fvilluppata , e fi potrà riguardare I’ archetto MM' come uà 
arco di circolo defctirto dal centro C , e però la curva ed 
il circolo avranno nell’ archetto MM! una comune curvatu- 
ra . Ma il raggio è quegli,, che determina la curvatura del 
fuo circolo: dunque il raggio ofculatore determina la 'cur- 
vatura in ciafcun punto della generata. Il circolo., di cui 
MC è raggio , fi chiama Circolo Ofculatore . 

CIL 

Da queft’ ultima proprietà del raggio ofculatore fi infe- 
rifce , che , eflendo le curvature de’ circoli nella ragione in- 
verfà dei loro raggi, poiché i circoli fono tanto meno in- 
curvati , quanto più grandi fono i raggi loro, e viceverfa, 
le curvature della generata in due diverfi punti del fuo pe- 
rimetro daranno nella ragione inverfà de’ loro raggi ofcu- 
latori . Così la maggior curvatura è all’ origine A dove it 
raggio ofculatore è il più piccolo, e la minore dove il 
raggio ofculatore è il più grande : la generata è tanto più 
incurvata, quanto più fi approffima all’origine A y e tanto 
meno incurvata , qoanrto più fi difcofta da quella origine . 
Se il raggio ofculatore diventa un minimo, la curvatuta 
diventa un maffimo, ed all’ oppofio queffa fi fa minima, 
quando quello -fi fa maffimo. Dove il primo fvanifce, la 
feconda diventa infinita , e dove quello diventa infinito fva- 


/ 
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nifce la curvatura ; cioè ai raggio zero corrifponde 1* eva- 
nefcenza di un arco, e diventando infinito il raggio ofcula- 
tore , l’arco della curva degenera in una linea retta. 

ciii. 

Sia Mm un arco qualunque di curva (Fig. 28.), MC, 
me due perpendicolari o raggi ofculatori alle eflremità di 
quell' arco , ciré s’ incontrano in qualche punto C . 

L’ angolo MCm formato da quelli due raggi in C fi chia- 
ma angolo di curvatura dell' arco MN. In M ed m fiano condot- 
te alla curva le due tangenti MP, mO y che incontrandofi in 
qualche punto O dalla parte conveflà della curva formeranno 
r angolo elleriore POm — all’ angolo C ; poiché eflendo 
reni gli angoli in M ed m formati dalle tangenti co’ raggi 
olculatori, Tara ang. MCm-\-MOm — -{-POm y 

e levando 1’ angolo comune MOm , Tara ang. MCm = POnu 
Cioè 1 angolo di curvatura di un dato arco di curva è egua- 
le all’ angolo formato elleriormente dalle due tangenti con- 
dotte all’ eflremità di quell’arco. Se l’arco Mm farà infinita- 
mente piccolo , fi potrà riguardare come un arco circolare di 
raggio MC e centro C , onde condotta la corda Mm per 
la proprietà del circolo farà Ang. MCm , oflìa POm dop- 
pio dell’ angolo OMm y ed il triangolo MOm ifofcele fopra 
la baie Mm . 

Sulla curva fi prenda un altro arco Nn eguale al pri- 
mo Mm y all’ cftremità di Nn fi menino i raggi ofculatori 
ND y nD y e fiano diverfe le curvature nei due archi infini- 
tefimi Mm y Nn. I due raggi 2VD, nD faranno diverfi dai 
due MC y me y l’angolo D làrà diverfo dall’ angolo C, ed i va- 
lori di quelli due angoli D , C , per ciò che fi è detto faranno 
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reciprocamente proporzionali ai raggi MC, ND. Dunque 
le curvature in due diverfi punti di una curva faranno 
reciprocamente proporzionali ai raggi ofculatori in quelli 
punti . 


CIV. 


PROBLEMA i.® Cercate una formolo generale efprimente 
il valore del raggio ofculatore, co-raggio , ec. per ciafcun pun- 
to di una data curva . 

Se la curva è riferita ad un alfe AR ( Fig. ip. ) fiano 
MC , mC due raggi ofculatori infinitamente proffimi , 
MP , mp le corrifpondenti ordinate , Mr una parallela 
all’ alfe, e dal punto N fiano condotte le NE y NL , la 
prima perpendicolare , e la feconda parallela al raggio mC . 

Dai triangoli fienili MNL , MCm fi ha 
Mm : MC : : ML : MN 


oifia Mm-.MC : : Mm — NE : MN 

, (MC — MN) Mm 

onde NE = > 

CM 

t dagli altri due triangoli Mrw, NEn 
Mm : Mr : : Nn : NE 

ed eguagliando tra loro quelli due valori di NE, ed elimi- 


nando il raggio ofculatore fi troverà MC=; 


MN.Mm 


Mm — Mr . N» 

Ma Mr=dx,mr=z dy , MN ( normale alla curva ) = ^ , 


PN ( fottonormale ) 


yiy 

dx 


, Nn = d(AN) = d(AP + PN) 


yiìxcUy-\-rlxdy l ydyddx 


, ed Mm = ds 
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Dunque rimettendo tutti quelli valori farà MC ss 

— , . yJs ’. , , y-j - 7-77 • Oppure, foftituendo 

dxds 1 dx x /dx-\- ydxdy -J- dxdy' y dyddx \ r r 

V dx' ) 

V (dx % -\-du % ) in luogo di ds , Je riducendo i termini del- 
la frazione , farli MC = • 

1 dyddx — dxddy 

Dall’ellremità C del raggio ofculatore fi abballi all’or- 
dinata MP prolungata la perpendicolare C£)\ la parte MQ, 
dell’ ordinata comprefa tra l’origine M ed il punto d’ inci- 
denza dicefi Co-raggio Ofculatore. Il valore di quella ret- 
ta , quando fia dato il raggio MC , fi determina per mezzo 
dei triangoli fimili MCff, MNP , nei quali fi ha MN-.MP :: 

MN dyddx — ddxddy 

Pe’ medefimi triangoli fi ha ancora j 9 C = ^~ 7 T~ T~n~' 

° dyddx ~ dxddy 

Si chiami q la mifura dell’angolo di curvatura MCm y 
e fi faccia il raggio eguale all’ unità , farà MC : i : : 

, . ds ds (dyddx — — dxddy) dyddx ——dxddy 

(M»=*):j=es = — — — — = S • 

(*y* -j-dx 1 ) » 


Se le ordinate parallele fanno coll’ alfe della cur- 
va un dato angolo, fi avranno le medefime formole di MC y 
MQj e JgC , coll’ abbaflare dalle eftremità de’ due raggi 
ofculatori infinitamente proflimi due perpendicolari all’ 
all’ alfe , e coll’ aflumer quelle in luogo delle corrifpon- 
denti ordinate. 

Se la curva è riferita ad un foco P (Fig.30.), frano PM, 
P 7 )j due ordinate imfinitamente prolfime, col centro P e 
raggio / M fi deferiva 1 ’ archetto circolare Mr y da P fi ab- 
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no Delle Evolute e dei Raggi . 

biffino le perpendicolari PT , Pt ai due raggi ofcularor: MZ , 

mC , e dal punto d’ incontro N fi conduca Nn parallela ad mC. 

I due triangoli Mmr, PMT fono fimili, poiché 
Ang. PMr = TMm = po.° , PMr — TMr = TMm — TMr , 
offa PMT = rMm , cd Ang. T = r=po.° Dunque fark 

, „ . , PM.Mr 

Mm:Mr::PM:MT—MN — — - — . 

Mm 

Mm :mr : : PAf: PT — PN — . 

Mm 

Ma gli altri due triangoli MNn ì MCm danno Mn.MN : : Mm:MC t 
cioè Mm—Nr . : M>w : AfC ; dunque MC = 

Si faccia PM— y y ed Mr=dx , fark mr =./>, Af/» z=V(dx' -j-dy' ), 


A/JV = 
d 


ydx 


T ydy 


4vT> Ar ' = ‘'f w ) = 


PN— 

Vdx'l-dp’ V'Cdx' 

ydy ( di r* ~\~dy l ) ( yddy -{- dy l ) — — ydy (dxddx -f- tl yddy ) 


dx' f 


(<*»* + 

e j 2V7 = Ax ' ( ^ ^ — ydAy ^ +>'' iydx ‘ tcl * ) 

( dx % -f- dy l )T 

Sofiituendo quindi quelli valori làrk 

y ( dx' -f- d y x )~ 

~dx> + dxd/' ydxddy + ydyddx ’> ^ abba ^ an da C 

perpendicolarmente ad MP la C^_per la fimiglianza de’ trian- 
goli rettangoli MNP , MQC fi avrk MP : MN: :MC:MC ^ 

; cioè furrogati i valori di MC , MN ed MP fark 

ydx ( dx' -\-dy x ) 


MC = 


MC. MN 


MP 


M$j= 
$C = 


? MC 


dx’ -f- dxd y x ydyddx ydxdd y 

ydy ( dx x -f- dy % ) 

dx ' -f- dxdy' -f - ydyddx — ydxddy 
ds __ dxds x — ydxddy -f- ydyddx 


ydt* 


Quella 
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CV. 

Quelle forinole divengono più {empiici , qualora fi fup- 
ponga collante alcuna delle tre differenze dx , dy ì ds. Or- 
dinariamente falli collante la dx y cioè ddx = o , e quindi 

— ■ ( dx* -f- dy* ) ~ ___ •— ds’ 

dxddjr dxddy f p er f e curve riferite 

ad un affé. 


MC 


Mp — ^±^.== — 

— ddy ddy 


J^C = — 


dyds* 
dxddy 1 


e? = 


— dxddy 


ds* 


dxds * 
yds' 


MC y(dx*+dy*) . 

dx' -\-dxdy* —ydxddy 

mq — = 

dx 1 ~j~dy * —yddy ds* — yddy 

ydy(dx* +dy *) 

dx(dx* -\-dy* —yddy) * 


yds * 


ydxddy 


dxddy 

ds* 


Per le curve 
riferite ad 
un foco . 


Oppure, chiamando» la normale alla curva, la cui 
efprelfione generale è e follituendo , fi ha per le prime 
tre formole 

— »• dx* — >fdx* ~ — n'dxdy 

MC = — —— ; —, 


y* ddy * 


y' ddy 

Per le ultime 

MC- n ' Jx% MS> - • PC == — 

ML —^d7C^7Ty> *dx* — y> ddy ’ ^ »* dx* — ,< dxrfd, 

CVI. 

Ad applicare cialcuna di quelle formole al calo di una 
data curva , fi differenzj due volte la di lei equazione , affine 
di avere i valori di dx, e ddx dati per.y,edy, oppure quelli di 
dy , e ddy dati per », e dx, e quelli valori fi follituifcano in 
cialcuna di quelle formole generali . Ciò fatto fi avranno 
i valori delle rette MC y MQj QC ....ec.in termini finiti. 

0 . 
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La curva rivolgerà la Tua concavità o conveffità alla 
linea delle afciffe , fecondochè il valore del raggio ofculatore, 
o del co-raggio fortirà dal calcolo o pofìtivo , o negativo ; 
poiché in qualunque curva il raggio e co-raggio ofculatore 
fono polli dalla parte concava, e nelle efpofte formole ge- 
nerali , per cui fi è fuppolla una curva concava all’ alfe, i 
valori di, quelle due rette fi fono affanti per politivi. 

CVIL 

Con un poco d’ artificio fi poflono evitare le differenze 
feconde nelle formole del raggio ofculatore 1 , co-raggio... ec. 

Sia AM ( Fig. 31 .) una curva riferita ad un’ alfe AP , 
MC, me due raggi ofculatori infinitamente prolfimi, MP , 
mp le corrifpondenti ordinate. Sulla prima di tjuefte MP 
fi prenda la parte MN eguale ad una collante arbitraria , 
dal punto M fi abbaflt perpendicolarmente ad MC la NT , 
e dal punto O, in cui NT incontra l’ordinata mp , fi con- 
duca OV perpendicolare all’ altro raggio ofculatori mC , e 
finalmente fi tiri MS parallela ad AP . 

Per la coltruzione faranno limili i due triangoli MSm 
MTM y poiché gli angoli S, T fono retti, ed eflendo pu- 
re retti i due wMC, SMP y levato da ciafcun d’ efli l’an- 
golo comune SMT , faranno eguali tra loro i due angoli 
mMS, TMN. 

In oltre, fupponendo retto l’angolo in m formato dal 
raggio olculatore MC coll’ archetto infinitefimo Mm , fa- 
ranno ancora fimili per ordine i tre triangoli rettangoli 
077, /CF, MCm. 

Si faccia adunque AP — x, PM—y, MN — b, MT 
= z, farà MSz=sJx } mS^sdy ^TI^= dz . Dai due triango- 
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goli MSm , MNT fi avrà. Mm . NT = mS . MN , e dai due 
0T7, MCm , Mm .OT=zMC .Tl. Onde, prendendo 2VT, 
OT per eguali , giacché i punti 0 , N fono infinitamente 
proflimi, ed eguagliando farà mS.MN=z MC . TI y e quin- 


di M0 = 


mS . MN bJy 

TI Y 


Ma i due primi triangoli MSm ì MNT danno anco- 

MN.MS . , ùlz _ „ 

ra MI = — — - , cioè z = — . Dunque le col mezzo 

dell’ equazione alla curva fi determinerà quello valore di z, 
differenziando fi avrà quello pure di dz , il quale pollo a 
denominatore della formola precedente invece della' fteffa 
dx , darà il valore di MC in termini finiti . 

Alla ftefla maniera fi potrà ritrovare la formola pel 
co-raggio , e quelle pel raggio ofculatore, e co-raggio nelle 
curve riferite ad un foco . 


CVIIf. 


Data r equazione alla generata col valore del raggio 
ofculatore per qualunque di lei punto è colà facile il de- 
terminare 1’ Equazione alla fviluppata . Dal punto C dell’ 
Evoluta (Fig. 29 .) fi abbaflìno le due perpendicolari CR y CS t 
la prima all’ affé AR della generata, la feconda all’ affé 
BS della fteffa evoluta, e fi prolunghi quell’ ultima fino 
ad incontrare in l’ordinata MP , prolungata fe abbifo- 
gna. Dai triangoli limili Mrm , MQC fi avrà 

„ w MC.Mr dx' + d/> 

1 . Mm:Mr::MC: — Mm — ddy 

collante per brevità di calcolo la dx\ onde BS =P^==M^ 
— MP c= fe -— ; fe - — y , valore dell’ afciffa BS all’evoluta . 

Q. 2 


» V •* .. 

facendo 


— ddy 
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2 .° Mm : mr :: MC : C& , oflla PR = — K ~ = 

e quindi CS=BR = ^P-f-PP — ,fJ3 =x + 

r 2—— — a , valore dell’ ordinata C5 alla medefiraa 

evoluta. , • • 

Quelli due valori combinati colla equazione della ge- 
nerata AM daranno quella della fviluppata BC. 

. « J 

CIX. ' 


PROBLEMA 2* Determinare il Raggio del circolo ofcu- 
latore in ciafcuna delle quattro /exioni Coniche . 

Dall’ equazione a quelle curve y' = px ± ^ , facendo 
collante dx > fi ha ydy ^ 1 ~- 

yidy -f dy x — ^ 

y' ddy = t P -£--—y'dy' 

c 

c , follituendo i valori di y' e dy x t 


-■■ ÌX - , ed MC = — ; dunque il raggio ofculatore in ciaf 

4 Tp * 

cuna fettone conica ordinaria è eguale al cubo della normale 
divifo pel quadrato della metà del par cane tre. 
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Corollario i.° All’ origine della curva, in cuixsro, 
li ha » s= -j- p , ed MC = x P ì cioè il raggio delf evo- 
luta in qucflo punto è eguale alla metà del parametro. 

• 0 - , vY . ' v ‘* . ' 

CXL . ... 

Corollario 2. 0 Nel circolo il raggio di curva- 
tura è lo ftelfo raggio , e 1’ evoluta è il fuo mede, 
fimo centro; poiché dTendo />==<?, fari = n a , ed 
MC astiai • , . -/• , . . m \"\ 


CXII. 


PROBLEMA 3. 0 Determinare la fviluppata nella parabola 
ordinaria 

. w . , * r- !.. 

In quella curva fiha dy=. -~z., e diy =3 — - — - t - ; 

p* 4(p*)~ 

dunque, follituendo quelli valori nelle °enerali efpxelTioni 
delle coordinate BS y SC all’ evoluta, fi avrà BS = 

p* tir' 

* pd * —vJ7= il V (px ) , ed SC =3 » + 

p 


da' + 


p l dx* 
4 V»(p*)< 




4P* J 


2^ p* 


t: .1 


p* dx' 

4 y/ipx)' 


■ . L ■ L . ♦ 1 

— , ovvero , ficcome a 


è il raggio ofculatore all’ eftremith della parabola, il quale 
è eguale alla metà del parametro, fari SC = 3*. 
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Dunque, fé fi chiamerà zi’ afcifla BS , ed v 1 ’ ordi- 
nata SC , farà # = -j- <u, e * = ~ ^ ( _ rP' u )* Q. u i nc ^ *’ 

b= pv' , ed v' s= equazione alla feconda parabola 

cubica . Dunque la Sviluppata alla parabola ordinaria è una 
fetonda parabola cubica , che ha per parametro li ^ del para- 
metro della propojla. 

Per deferì vere quella curva ,-fopra T alfe ABR fi pren- 
da AB ==-£- />, e fili prolungamento BR fi alzino infinite 
perpendicolari RC , ciafcuna delle quali fi faccia di tale lun * 
ghezza, che il fuo quadrato fia eguale al cubo della corrif- 

pondente afcifla BR y divi fo per 

IP punto B (CX) farà l’origine dell’evoluta, o fecon- 
da parabola cubica, e tutti i punti C fiaranno nel fuo pe- 
rimetro, poiché per la collruzione farà in ciafcun punto 

BRzss^-p. RC. 

16* 

• • - - • - 5 * , 1 . # • . /* , 

Se le ordinate BS ‘ fi prenderanno dalla parte oppofla 
alla BS (Fig. 32.), fi avrà da quella parte un altra fecon- 
da parabola cubica BC limile alla prima BC , ma inverm- 
inente polla, quale farà la fviluppata all’ altro ramo AM! 
della parabola . Dunque la fviluppata alla parabola avrà in 
B , ove corrifponde il minimo raggio olculatore, un punto 
di regreflò. r . *r/c - 
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PROBLEMA 4.* Cercare il valore del Raggio ofculatore 
e del Co-raggio nel ? iperbola equilatera riferita agli afflatoti , 
data la fua equazione xy ~ aa . 

Sia A ( Fig. 33.) ri vertice della curva , AM , Ai n i Cuoi 
rami, £ il Tuo centro, ed Si*, Sp gli Affìntoti. Differen- 
ziando due volte 1* equazione, col fupporre ddxz=. o, fi ha 

iy = — —pi e àdy = — 2 " f* . Quelli valori , follituiti 

nelle formole del raggio ofculatore, e co-raggio, danno 

MC = — (x i 4 a + a4) t , valori nega- 

tivi , che fi devono prendere dalla parte concava dell’ Iper- 
bola, mentre la data equazione appartiene alla parte con- 
vefla , ed il fegno negativo indica una contraria pofizione 
di quelle rette . 


CXIV. 

Corollario i.* Per determinare con una femplice 
collruzione la pofizione del maggio ofculatore , e del co- 
raggio per un dato punto M dell' Iperbola , fi chiami « la 
fila alcifla SP , y la fua ordinata MP; fi conduca da S la 
la retta SM y e quella fi prolunghi verfo E , facendo ME 
c=-~-SM- f in E fi alzi alla SE la perpendicolare che 
incontri in P ordinata PM prolungata; da j£_fi meni 
igC parallela all’ affintoto SP , ed in M fi alzi la norma- 
le MC alla curva, che incontri in C la retta £)C. Sark 
MC il raggio del circolo ofculatore pel punto M y il 
co-raggio, e C il punto del contatto del raggio coll’ evo- 


12$ Delle Evoluta e dei Raggi 

luta; poiché dai triangoli limili SP M, EMj^fi ha PM: 

MS : : EM : MQj cioè y : V ( * l 4 " y x ) -- 77 V' ( *’ -f* y x ) : 

= ’J±” , 0 n;a , aflèpdo mvj_ 4,11, parte de ne- 

gativi : dunque MQè il Co-raggio corrifpondente al punto 
M. Il rimanente della costruzione è per fé chiaro abba- 
stanza % 

, ‘ CXV* 

* 

(jf4 _4 

Corollario 2.* Si differenzi — - — — , il differenziate 

d- . — . . , 

fi eguaglj a zero, e dalla formata equazione fi cavi il va- 
lore dì x ; fi troverà * = a , MC = — V*(2j x ), ed 
= — — a. Cioè il minimo raggio ofculatore corrifponderà 
al vertice dell’ Iperbola , farà eguale al femiaff: principale 
SA,e dovralfi prendere fopra quell* alfe dal vertice S in D ; 
poiché fe dal vertice A fi condurrà la' AB perpendicolare 
all’ alfintoto, farà SB = * = /? , AB = y = a, e — AS ^ 
offia AD = — V ( 2/j‘) . 

cxvr. 

PROBLEMA 5. 0 Cercare il Raggio ofculatore nella comu- 
ne logaritmica . 

Sia MN quella curva ( Fig. 34. ) ; AQ il fuo affé , A 
T origine delle afciffe , 1’ afciffa APezzu, l’ordinata corrif- 
pondente PM =s y ;h fottangente a quella curva effendo 

collante ( LVI. ) fi faccia = a . Sarà == * , dy = ~ , 

dy x = y e ddy = . Quindi follituendo i 

valori di dy x , e ddy nella forinola del raggio ofculatore 
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ir* 

dxddy * 


farà MC =s 



" *• 

• r 

Nella logaritmica avvi un punto al quale corrifponde 
un raggio ofculatore minimo; per ritrovarlo fi. eguagli a 


Zero il differenziale di. — - ^ ed operando al fo* 

«y _ 

tiro modo e riducendo fi avrà / = -J- tt , ed> = aVx- Ma 
in quella curva l’afcilfa *- è eguale al logaritmo iperbolico 
dell’ ordiaata y moltiplicata pel modulo , o fottangente a , 
cioè x=-a l.y. Dunque farà, x =s a log. perciò far- 

lo AP = a log. a Vxt e condotta 1’ ordinata PM y in 
M corrilponderk il minimo raggio ofculatore, e là fvilup* 
pata far a cufpide in C, cioè avrà quivi un punto di regrelfo »- 


CXVII. 

PROBLEMA 6.° Cercare il Raggio ofculatore , il Co-rag- 
gio , e la fviluppata nella fpirale logaritmica . 

La principale proprietà dèlia fpirale logaritmica fi è r 
che condotta ad un qualunque punto M del fuo perimetro 
( Fig. 35 .) la tangente MT y e dal foco A l’ ordinata A \ f 
l’ angolo AMT debba effere collante. Però, fuppolla la An 
infinitamente proflìma alla AM y e deferitto col raggio A\t 
e centra A 1’ arco di circolo MR, effondo la fottangente 
AT normale, all’ ordinata AM - ,, farà collante la ragione 1 
di quelle due rette ,, e quella dalle differenze loro mR ì MR ; 

onde, facendo AM =y , ed MR=dx y fàt'k ~ a l’equa- 
zione a quella curva*- Differenziando quell’ equazione avrafi 

R. 


/ 
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fi ddy = o , e foftituendo quello valore nelle formole del 

raggio ofculatore , e dei co-raggio per le curve riferite ad 


un foco ,11 itroverk MC = : — =3 — -f- 1 ), 


** 4 “~ 

' M * 


edM^s 




Àx' -f- — 


— = y = /4M, cioè il co-raggio eguale 


all’ ordinata. 

Per avere la fviluppata. In A fi alzi la perpendicola- 
re AC alla AM, quale fi prolunghi fino ad incontrare la 
tangente in T , ed in M fi conduca la normale MC alla 
curva . Dalla fimiglianza de’ triangoli rettangoli AMC , 

Mr m fi ha MR : Mm : : MA : MC — MA -Mm — 

MR 

■ ]/ ( 1 +£}=>p / ('+-?) 

e = —■ V( 4* + 1 ) . Dunque MC farà il raggio ofculatore, ed 

-<fCil Co-raggio della curva, e per elfere ancora collante 1’ an- 
golo AMT, ed AMT = ACM , l’evoluta AC farà una 
curva di tale proprietà , che 1’ angolo formato da una qua- 
lunque fua tangente MC, e dalla ccrrifpondente ordinata AC 
farà collante: cioè elfa farà una fpirale logaritmica eguale 
alla data. Pertanto fe prenderalfi un raggio AD = AC , e 
lì concepirà , che la logaritmica ABD s' aggiri intorno al 
plinto A, finché AD cada foprà AC, e la curva nella po- 
fizione AHC , la logaritmica in quella pofizione farà evo- 
luta a fe fieiTa nella prima pofizione AED . 
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Problema 7. 0 Cercare il valore del Raggio Ofculatorc 
nella Cicloide ordinaria e ? equazione alla fua Evoluta . 

Si chiami * l’afcifla AP (Fig. 3 6.) del circolo gene- 
ratore della cicloide , V{an — **) la corrifpondente ordina- 
ta NFy u 1 ’ arco circolare AN = MiNT, y la MP=MN 
-£• NP=s u-\- V'(ax-\-x») i e fi conduca la mp infinitamen- 
te profilala- alla MP , ed Nq parallela al diametro AB . 

Sari Nq =■ ix, xq — i ( NP)= > Nn — d “ 


rV( Nt+n‘)=fr/(jU- 



- :J onde dy du + dV(ax — **) 

»%✓(«* — xx) * 


— xdx 
— xx)* 1 


idy =3. — — — , e finalmente,, foftltuendo quelli valori 

2*V( fl , — xx) 

sella formola generale del raggio ofculàtore, fi avri 


Afe = v( dx*4 


x» dx % ntxdx' -f- x» da' 


xdx' 


y =• aV^ 1 — 4#),. 


a # V XX ■ XX- 

Ma per la proprietà del circolo" UN =r V r (’a* — <»*).' 
Dunque MC= 2SJM, cioè nella Cicloide oHit.aria il rag- 
gio ofculàtore è il doppio della corda corrifpondente BN 
del circolo generatore . 

Quindi, fe prenderai!! * = o, farà MC = za 
fe x = -ja> farà MC = « , 
fe * = fari MC = f- zr, 
fe « =s 4 , fari MC = o, 

R 2 
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13: Delle Evolute e dei Raggi ec. 

Cioè nella Cicloide il raggio del circolo ofculatore 
all’ origine dell’ affé è il doppio dello fteffo affé; ai ;J- 
dell’ affé è eguale all’ affé ; ai £ è eguale alla metk dell' 
affé , ed è nullo all' eftremità della bafe, offia ia R . 
Dunque 1’ evoluta avrà la Tua origine nel punto A. 

Per foddisfare alia feconda parte del problema, fi alzi in 
R perpendicolarmente a BR la RS AB , fi deferiva il fe- 
micircolo fiW, fi prenda l’arco RVzzzNB , da M fi con- 
duca MC parallela alla BNj da Ala TC parallela alla RB, 
e menifi la corda RV . 

Per quella corruzione ù.ò. Are. AN — MN = ed 

Are. BN=z R£>j=z VC ; Ma Are. RV = Are. BN; dunque 
Are. RVzfzVC; cioè il punto C darli nella Cicloide inferio- 
re RCX deferitta dai circolo RVS t ed MC farli tangente 
• alla medefima in C, poiché parallela alla RV; ed inoltre ^ 
cffepdo d£C = RV-=zNB = MQ, la tangente MC farà dop- 
pia alla corda 2?N, cioè farà. il raggio ofculatore della Ci- 
cloide AMR. Dunque T evoluta della Cicloide AMR è 
la Cicloide RCX ad eflà eguale ., ed inverfameme deferitta. 

v » 

4:xix. 

Corollario. L’arco della femkicloide ordinaria AR 
èr eguale al doppio diametro del circolo genitore., e l’inte- 
ra cicloide è quattro volte lo ;fìeffo diametro; poiché il. 
\raggio ofculatore nell’ origine A è zero, e quello al vetri-. 
ce A è eguale a iABzzìAXz=ìRX=~RA. 
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CAPO DECIMO. 

De’ punti di Flesso contrario, e di Regresso 
e de’ punti Serpentini nelle Curve. 

t 4 

cxx. 

•Jiu Unto /ingoiare di una curva fi chiama quello , il quale* 
ha qualche proprietà non comune agli altri punti dell’ iftef- 
fa curva. I punti Multipli , quelli d* Infieflione , di Regrejfo , 
ed i Serpentini fono tutti punti Angolari . De’ punti mul- 
tipli fé a’ è parlato abbaftanza nel capo fettimo. 11 punto 
d’ Inflcffionc , offia di Fleflo contrario è quello , in cui una. 
curva da concava , che eflà era rifpetto ad una retta data 
di pofizione , diventa conveffa , o da conveffa diventa con- 
cava. (Fig.37,e 38.). Il punto di Regredì) è quello, in 
cui la curva continuando ad effer o concava, o con vada 
fi ritorce all’ indietro rifpetto a quella fteffa retta. (Fig-3p, e 40). 

cxxr. 

Ogni punto di fleflo, o di regreflo M (Fig.41.) por- 
ta fsco due elementi della curva, cioè due archetti infini- 
tefimi , i quali o giacciono in una ftefla linea retta , 0 fi 
fi compenetrano collo fteffo punto M ; quindi è che la cur- 
vatura in M è o nulla, o infinita, e che perciò nella ricer- 
ca di un fleflo, o di un regreflo dovrà eguagliarli all’ in- 
finito , oppure al zero il valore del raggio ofculatore; ov- 
vero, ficcome ciaicuna delle formole efprimenti lo fteffa 
valore è una frazione , baderà eguagliare a zero il nume. 
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1 34 De’ punti di Flesso contrario , e di Regresso , 
ratore , od il denominatore di quella forinola (*) . Cos'i chia- 
mando R il raggio ofculatore per i* curye riferite ad uu 

— * rix* 

alfe, in cui R = — , fi farà — •ds' ~ o ^ ovvero dxdj/ 
= 10 ; e per quelle riferite ad un foco , nelle quali R =3 
’ fl fark > ix ' = ° > OVVer ° dxds ' = 0 • 
cxxir. 

A determinare fe il punto trovato M fia veramente un 
punto d’inflelfione, oppure di regreffo, e quale dei due , giacché 
il metodo non folo non dillingue un punto dall’ altro , ma 
può eziandio fomminiftrare qualch’ altro punto Angolare del- 
la curva,, fi cerchino r raggi ofculatori pe’due archetti- infi- 
anelimi e confecutivi , che Hanno 1’ uno , di quà, e 1’ altro 
di li dal punto M, egli angoli di curvatura per quelli 
ftelfi archetti . Se i due raggi ofculatori trovati avranno 
fegni fimili , non fi avrà in M nè un lèmplice fleffo con- 
trario, nè un regreffo, ma bensì fi avrà un fleffo invifibi- 
le, di cui parleralfi fulla fine di quello capo, e fe i due 
raggi ofculatori avranno fegni difftmili, fi avrà in M un 
fleffo contrario, ovvero un regreffo, fecondochè i due angoli 
di curvatura avranno o fegni dilfitnili, o fegni fimili. La 
ragione di ciò fi è , che l’ angolo di curvatura non può cam- 
biare il fuo fegno di + in — , o di — in -f- , fe non do- 
ve la curva di concava all’ affé od ai foco fi fa conveffa , 
o di conveffa fi fa. concava . 

(*) Sia P il numeratore, e 2. il denominatore della frazione, che efprime 

P P 

il valore del raggio ofculatore . Sarà R — ora fe — oo conviene , che Q, 

P 

fia infinitamente piccolo rifpetto a P, onde fi farà Q ? SOje fe q — °t P deve edere 

infinitamente piccolo rifpetto i 2,( perciò fi farà Pszo, Dunque nel c*fo 
di un fleffo contrario, o di uu regreffo dovrà farli 2.33 o , ovvero P sto. 
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« dei punti Serpentini delle Curub. 135 


CXXIII. 

PROBLEMA J.° Data V equazione di una curva riferita 
ad un affé trovare i fuoi punti di flejfo contrario e di re - 
greffo. 

Sia Ja curva dell’ equazione / == a' -f-x' . Differenziando 
fiha dy==^ddy==—J^.= "*'**”**. # offa, 

mettendo nel numeratore il valore di / ,dd/= — -- — , « 
foftiruendo quello valore nella formola del raggio ofculato* 

re fi trova R = ~ < '~ . 


ia‘ */ 


Il numeratore eguagliato al zero dii 1* equazione — 


( / + V]f*=! 0 , dalla quale fi ricava a = 




quantità immaginaria che non fa conolcer niente. 

Il denominatore paragonato anch’ elfo al zero A 
2x>x_y=o, donde x = o, ed y = 0 . Il valore #=s o po- 
llo nella data equazione A y = x, cd il valore y e=o fo- 
Hituiro nella medefima dà x = — a . 

Efaminando quelli due valori dix,e principiando dal primo 

*=o, fi faccia x=o i dx, oflìa x =± dx, faràR 

cioè, pollo x = dx, R avrà un valore pofitivo, e pollo x=a 
— dx, R avrà un valore pofitivo. 

Dunque nel punto della curva, ove corrilponde 1' a- 
fcifla x = o,v’ è un fleffo contrario, oppure un regreffb.- 
Per conofcere quale dei due egli fia, fi efamini il valore 
dell’ angolo di curvatura, che in quella curva, fatte le foiite 

— ad* 


follituzioni , trovali e fiere q ss= 


y+u'p * 
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i$6 De’ puvrr di Flesso co^TR^ro e oi Regresso , 

Se in quarto valore invece di » fi pone d.< , fi avrì» 

la’ dx' , « r \ • • 

a — — — r — — valore negativo, e te al contrario in- 
1 >'4 "/dx* ° ’ 


!•»' dx' 


vece di # fi pone — dx fi avrì» gzs - — valore pofiti- 


vo. Dunque all’ alciffa #=3o, cioè all’ origine delle afciffj * 
corrifponde un punto di Beffo contrario , e non un punto di 
regreffo . 

Quanto al va!ore#= — /»±d*fiavri/ ss V" (± dx). 

Quindi R = ± — , e?= ± — 

(/«+*•)( ìx'dx)» 

Dunque all’ afciffi — a corrifponde un altro punto di Beffo 
contrario . 


Abbiali 1’ equazione y = 


«*4- ** 


Sari dy : 


ia< tdx 

( a' -f- x' )»" ’ 


ddy C= 


ìd dx' — * 6a' ** dx' 

(4*4-x‘j* 


( I + 

V ^ («• f-T'} ) 


> ed R =3 1#f — a,, ,7 


(«•+. «» y 

Il numeratore eguagliato a Zero non vale perchè dV 
una quantitk immaginaria. Il Denominatore dk 

■^T^-^-^-^ziOjeperciS^rn^^, e foftituendo quello va- 
lore nella data equazione far \y=z±a y valori corrifpon- 
denti ad un punto d’infleffione ; poiché , effendo q = — . 

( 24» — 6a’ *» ) (** 4- *» ) dx 


(a'+x'y+qfx* 


, fe invece fi pone-^= ± dx , fi av- 


ranno due valori di q con fegni dtlfimili . 

1 J. 

Nella curva dell’ equazione y =3 a -f- (*-—. 1 ) • fi ha dy 
= T (* — a ) ”~ T d » , ddy = — ^(a— -*) T aV , ed R 
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*37 


e de’ punti Serpentini nelle Curve ; 

7\ il cui denominatore fatto eguale 


6 t 
»S v 




a zero dk 1’ equazione — *) ‘ =o, quindi x — a y 

•d 1=5'', valori corri fpondenti ai punto di fleflo. 

Sia la curva dell’ equazione y =s a — ( x — b y . 


Sark dy =3 — a- ( , — i ) — 't dx , ddy = 

2 , JL > 9 / 

T <**>* = r— ' — r’ 

— (*— . 

7" (*^ 4 ) "*V# 

= — — — — — . Il numeratore di R porto- 

X + -1 7 

eguale al Zero dk una quantitk immaginaria ; ma il de- 
nominatore dk x = b , ed y =: a . Porto- x = b i dx i due 
valori di R hanno fegni diffimili , e quelli di q fono 
amendue negativi : dunque il punto ritrovato è un regreflo 


GXXIV. 

Problema 2.° Determinare il flejfo contrario nelP or- 
dinaria Concoide . 

Sia RS una retta indefinita ( Fig. 42. ), e P un punto 
prefo fuori di erta ; da quefto punto fiano condotte alla RS 
infinite rerte, e fopra di quelle fiano prelà dall’ una, e dall’ 
altra parte della RS le parti EM , E r M’\ E" M° , ec. 

, E'rn , E" m" , ec. tra loro eguali. La curva che pa fi- 
fa per tutti i punti M r M\ M m , ec. prefi fuperiormente 
alla RS j fi chiama Concoide funeri or e , e la curva , che parta 

5 
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1 3* De’ punti di Flesso contrario , e di Regresso , 
per tutti i punti m , m\ m" ec. prefi al di fotto della fleffa RS , 
chiamafi Concoide inferiore. La retta RS , che è ancora af- 
fintoto a quelle due curve , dicefi Direttrice , la retta RCA 
calata da P perpendicolarmente alla KS 1 AJfe y ed il punto P 
Polo delle due curve. — • • 

Per la meccanica deferizione di quella curva fi può an- 
che immaginare , che lungo l’indefinita RS feorra un cir- 
colo di raggio determinato in guifa che, rimanendo fempre 
il centro C nella retta RS , un qualche fuo diametro Aa fi 
dirigga continuamente al polo P . Egli è evidente, che le 
due eflremità A, a di quello diametro deferiveranao fui 
piano della carta le due concoidi M M! M" y m m m". 

Ciò pollo , fia CQj=: x , ==y , CA = a , PC = b \ 

ht\ML=z \T(EM' — ~ELf = V~ (**—#’)• Ma, i due 
triangoli fimili P£)M y ELM danno Et, : ML:: PQQM , 
offia * : V"(^r' — x‘)t : b -j- x : y • Dunque fari y s== 

(6+X)i/(a' a 1 ) 

jr 

all’ alfe AP y quale differenziata dii dy = . 


Quella è l’ equazione della curva riferita 


( 14 * b — «* *' — ir* ) dx % 

e ddy — 


che è dxddy — 


. 11 denominatore di R , 

*' ( a* )T 

( la* b — a* *' — ix* ) ix ' 


■ fatto eguale a zero , 


— *‘)T 

dii 1’ equazione di terzo grado »' -}- 3 b* — - 2 a' b = o , in 
cui una delle radici farli il valore cercato di C\Q. 

Se a =: b , 1’ equazione precedente trasformerai!! in 
te' -f- late'- — 2 tf' = o , e dividendo per x 4* a fi avrà # l -t" 

— ìaa = o , onde x, offia C.Q = — a m + vf ( 3 a ') == 
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e de’ punti Serpentini nelle Curve. 139 
Diverfamente volendo confiderai quella curva come 
riferita al polo P , fi immagini 1 ’ altra ordinata PV infini- 
tamente prolfima alla PM, e fia delcritto col raggio PM 
l’archetto di circolo MN y e col raggio PE l’archetto ET. 
Si faccia PM = y , AC = a y PC = é, PE = z > MN 
= dx , GT s= dz . Sarà 1 ’ equazione alla concoide fuperio- 
re y=:z-f~a y il cui differenziale è dy => dz. Dai due fet- 
tori MPN y EPT fi ha MP : EP :: MN ET,, odia y : se:: 


dx : ET = — , e dai due triangoli limili PC E y EGT\ 

PC :CE::ET X GT , odia b-.V'i — — : dz = 

— 6') , r» - I zdx\S(z' 6‘y 

• j- ; ma dz — dy . Dunque dy = — > y 

e differenziando ancora quell’ equazione farà ddy =» 

(iyz l — b'y— z l + b x z)dxdz , zdx V*( ** — ■> ). 

TT.», . 77T > olita, mettendo in- 

j. , jj ( 2yz‘ — b l yz — -z 4 -f-Mz* )dx‘ r A . 

vece di dss , dofp = , e lòdituen- 


1 •, , , r v jj . (s 4 -f-2tfz* ab % z)dx* 

do il valore y = z a farà ddy = — - — , 

Ora prendendo la formola del raggio ofculatore per le 
curve riferite al foco , eguagliando a zero il fuo denomi- 
natore dx' dxdy x — ■ ydxdJy , e follituendo in effa i valori 


di y , dy , ddy fi avrà 


(a x 6 l -J- « — ìtz * ) dx * 


( 5 4“ « 


= o , e quin- 


di l’equazione di terzo grado *6’ + 36’ * — 2x h = o, in cui 
una delle radici accrefciuta della collante a darà il valore 
dell’ ordinata PM. 

Se a = b y l’equazione diventa a'-f-^a'z — iz’= o, 

odia a’ ~ = o , in cui fi hanno le tre radici 

a x 1 

S 2 
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*40 De* "punti di Flesso contrario e di Regresso, 

*= — a,z=±a( I — v 3), * a{ 1 + V 3 ). Le 
prime due negative non fervono , la terza accrefciuta 
della collante a dii il valore di y , offa di PM corrif- 
pondente , al fldfo contrario in M. 

In fimil guilà fi potrà ancora ritrovare il flelfo con- 
, trario nella Concoide inferiore m m m " . 

cxxv. 

Altri punti di regreffo fi confiderano nelle curve. Sia 
AP 1 ’ affé di una curva , BM , Bm due rami della mede- 
lima, i quali s’ incontrano, e terminano in qualche punto 
B, formandovi un punto di regreffo. Se quelli due ramili 
volgono fcambievolmente le loro convelliti come nelle 
Figure 43 e 44 «il regreffo dicefi di prima fpecie, e di fe- 
conda fpecie fi chiama, quando 1* uno de’ rami rivolge il fuo 
concavo verfo la con vedi ti dell’ altro ramo come nelle 
Figure 45 e 45. . . , 


CXXVI. 

La fola ifpezione delle curve fuggerifce come fi debba 
procedere nella ricerca di tai punti di regreffo. Dal punto 
di regreffo B fi cali all’ alcifla AP la normale AB , e fi 
affuma il punto A per origine delle afciffe. IT chiaro 
i.° Che a ciafcun afciffa AP prefa da A andando verfo P 
corrifpondono almeno dentro un certo limite, due ordinate 
PM, Pm. 2. 0 Che, prendendo delle afciffe dalla parte op- 
polla , cioè da B andando verfo f , le ordinate cor- 
rifpondenti fono tutte immaginarie , poiché i due rami 
della curva non oltrepaffano il punto di regreffo B. 3* Che 
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e ce’ punti Serpentini nelle Curve. 141 
all' origine A delie afciffe corrifpodotio due ordinate eguali, 
le quali fi confondono in una fola . 4. 0 Che il raggio ofcu- 
latore in 5 , perciò che fi è detto di (òpra (CXXII) , deve 
effere o infinito, 0 zero. 5.°Che prendendo AP infinitamente 
piccola i due raggi ofculatori a quei!’ afciffa corrifpondenti 
devono avere fegni difiìmili , quando il punto di regreffo è 
di prima fpecie , e fegni fintili quando quefli fia di feconda 
fpecie* poiché i due archetti infinitefimi ed infinitamente 
profiimi al punto di regreffo nel 1,* cafo volgono i loro 
concavi da parti oppofie, e nel fecondo cafo li volgono da 
una ftefla parte. 6 ° Che i medefimi due raggi ofculatori 
devono indicare la pofizione dell’ affé rifpetto al concavo , 
od al conveffo di ciaicun ramo della curva. 

Per efempio nella curva dell’ equazione y x = x' fi 

hanno due valori di cioè y = ± x T ,i quali dinotano due 
rami . Se fi prende la x dalla parte de’ negativi 1 ’ equazio- 
ne diventa y'= — x ’ , ed i valori di y rifultano amendue 
immaginar). 

Però differenziandola data equazione, ed operando al folito 

1 » 

modo, fi trova R = ^ y* • ( 1 -fAx) *. Si faccia x =0, fi avrà 
y s= o,ed Rs=o. Si faccia x =0 -f- dx, offa x =3 dx , ed 
avraffi di nuovo due valori reali di R con fegni diflimili. 
Dunque i due rami delia curva partono dall’ origine del- 
le afciffe , dove V afciffa, 1 ’ ordinata, e ’l raggio ofculatore 
fono eguali a zero, formano in quefto punto un regreffo 
di prima fpecie, e rivolgono le loro conveffuà all’ affé. La 
figura 41 rapprefenta quella curva. 

Al contrario nella curva dell’ equazione/ = a-{-x'"±x * , 
in cui m è numero intero maggiore dell’ unità, ed n nu- 
mero difpari non minore di 5 i due rami formano un re- 
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142 Ds’ punti di Flesso contrario e di Regresso , 
greffo di feconda fpecic all’ origine della curva, dovex = o, 
ed y = a ; poiché i raggi ofculatori de’ due archetti infi* 
nitamente prosimi al punto di regreflo fono amendue ne- 
gativi . Quella curva è rapprelèntata dalla figura 45 , in cui 
i due rami BM , Bm volgono il loro conveffo al comun 
alfe AP , e dove all’ alciflà x =0 corrifpoude 1 ’ ordiaata 
y = AB — a . 

1 regrefli di ciafcuna delle due fpecie nelle curve rife- 
rite ad un foco fi trovano appretto a poco allo Hello mo- 
do. Ma diciamo due parole intorno ai punti ferpentini 
delle curve . 


CXXVII. 

Quando una curva lu più punti d’inflelfione, retroazio- 
ne al zero del numeratore, o del denominatore del raggio 
ofculatore deve dare piu valori di x e di y , cioè tanti va- 
lori di x, e di y quanti punti d’ infleflione fi trovano nel- 
la curva . Quello fuccede nelle curve , che vanno ferpeggian- 
do come nella figura 47. 

Se due di quelli punti M> m fono infinitamente vicini la 
curva fembra non averli , cioè i due flelfi conrrarj in M ed m 
non fono vifibiii nella curva ; poiché le per ipotefi la curva 
prima di giugnere al punto M è concava rifpetto ad una 
retta AB data di pofizione, in M diventa convella, e nel 
punto m infinitamente profilino ritorna concava alla llefia 
AB . Quelli punti fi chiamano Punti di fle/fo invifibile , 
cd il punto, in cui elfi due punti fuppongonfi compenetrati , 
dicefi Punto Serpentino di primo ordine. 
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£ de’ punti Serpentini delle Curve . 243 

CX VI li. 

Per conofcere fe una e urva abbia qualche punto fèrpen. 
tino, fi cerchi col metodo precedente fe in efla vi abbia alcun 
punto, in citi £ = o, oppure /? = ©o. 

Trovato quello punto nella curva fi cerchino i raggi 
olculatori de’ due archetti infinitefimi, che lo comprendo* 
* no immediatamente,. Se quelli due raggi olculatori hanno 
fegni limili, il punto trovato farà un punto ferpentino di 

E rimo ordine; poiché i due archetti infinitefimi, trai qua- 
i elio giace , volgono i loro concavi da una Ideila parte 
della Curva . 


CXXIX. 

Se la curva ha tre punti di Belio contrario infinita- 
mente prò fiimi , due di quelli fono invifibili , ed il ter- 
zo vifibile, cioè l’ infleflione della curva è vifibile; men- 
tre fuponendo la curva concava rifpetto ad una retta qua- 
lunque il primo punto d’ infleflione la rende convella 
a quella retta , il fecondo punto la fa concava , ed il terzo 
la rende di nuovo convella. 

Se i flefii uniti iono quattro 1' infleflione della 
curva è invifibile , poiché dopo il quarto punto la cur- 
va è come prima o concava , o convella verfo la Ideila 
parte . 

E in generale , fe il numero dei punti di fleflo con- 
trario è w, l’ infleflione è vifibile, 0 invifibile, fecondo- 
chè m è numero impari , o pari . 
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i44 De* punti di Flesso contrario e di Regresso cc. 

Le curve, in cui trovanfi varj di quefti flefli infini- 
tamente vicini, fi chiamano Serpentine , ed i] punto, in cui 
effi flefli fi fuppongono compenetrati, chiamali Punto Ser- 
pentino d' ordine fuperiore . 


FINE. 




Errori Correzioni 


!• 11 

Jin. 3 

negativo 

pofitivo, negativo 


6 

epl ponente 

efponente 

*7 

5 

degli 

degii (lati 

57 

8 

II 

Y_ 

d/ 

70 

*4 

que 

quelle 

«a 

ij 

quefto 

quello valore 

»*5 

8 

1 

2 

i 

X — —t 

a 


18 

invece 

invece di * 


40 / 5 


Digitized by Google 



Digitized by Google 


□igitized by Google 







Digitized by Googli 


Digitized by Google 



Digitized by Google 


Digitized by Google 





